" CoNTROL CONTINU DE MAT131, ANNGE ACADEMIQUE 2022-2023. D
NB : LES DEUX ELEMENTS cONSTITUTIFS SONT OBLIGATOIRES

Elémént Constitutif 1 (EC 1) : Topologie de R ( 10 pts)
Toutes les questions sont indépendantes.

(1) Autour du théoréme d’Archiméde dans R

__ Bnoncé la propriété d’Archimede dans R. (0.25 pt)
— Soit a € R%.. Montrer qu'il existe n € N* tel que 1 <a < n.(1.25 pt)

(2) Soit A une partie de R définie par : A={reQ] r? — 3r + 1 < 0}. On veut montrer que A admet

borne inférieure et une borne supérieure.

a. Que signifie Q est dense dans R? (0.25 pt)
b. Se servir du a.) pour montrer que A est non vide. (1 pt) ]
¢. Donner un minorant ’trivial’ et un majorant trivial’ de A. Puis conclure. (0.75 pt) #

(3) Démontrer les égalité des ensembles suivants. (on procédera par double inclusion)
i Y 3.=10,10 ()
ii. ngo['n, +oo[= 0 ( 1pt)

(4) Soient a,b,c € R.
— Montrer que |+ b| = |a| + |b| ssi a et b sont tous deux positifs ou tous deux négatifs. (1 pt)

— Déduire que l[a —b] = [a—c|+[b—¢] ssia<c<boub<c<@ (1pt)
(5) Pour chacune des parties suivantes de R dire si elle est majorée, minorée et bornée. Si oui, donner sa
borne supérieure et ou sa borne inférieure.
_ A={zeR,0<z <3} (05pt)
— B={zeR,z®> 3} (0.5pt)
— C={z eR,exp(x) < 3} (0.5 pt)
— E={zcR, il existe p € N, tel qucz=—‘§} (1pt)
Elément Constitutif 2 (EC 2) : Suites numériques et fonctions ( 10 pts) i :
Partie A k-
(1) Définir : u, converge vers £; un est de Cauchy ; un
(2) Montrer en utilisant la définition que u, = nfi‘—rjﬂ—n- — 0 ( 1pt).

(3) On définit & présent les suites (un)n et (vn)n par

et vpn sont adjacentes (1 pt).

’ Zn ! g
Up = 2 ﬁ et Un= e
est strictement décroissante (0.5 pts). a

(a) Montrer que (un)n est strictement croissante, et que (Vn)n

(b) En déduire que (un)n et (vn)n convergent vers une meme limite e ( 0.5 pt). ol
(c) Montrer que e n’est pas rationnel ( 2 pts). -

Partie B

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausgeg 7 Donner

un contre-exemple de chaque assertion fausse. Téponse =0.25 pt

(1) Toute suite convergente est bornée. (1 pt)
(2) Toute suite convergente est de Cauchy. ( 1pt) L
: (3) Toute suite admet une sous-suite convergente, (1 &

une preuve de chaque ass
et justification =0.75 pt. 3
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EXAMEN DE S1 : MATH 131
DUREE = 02 H

EC1 1 : Topologie
Exercice 1 , )
(1) Soit A un ensemble donné et non vide. Définir : A (ensemble des points intérieurs a A), .é

(ensemble des points adhérents de A), I4 (ensemble des points isolés de A) et A’ (ensemble deﬁa
points d’accumulation de A).

(2) Recopiez et complétez le tableau suivant
A=H;1][B={1+1neN}[C=Qn0;1]
? ?

n’

Points d’accumulation
Points isolés % ? ?

(3) Nous voulons montrer qu'un ensemble compact est fermé en suivant les étapes suivants
(a) Soit z € CK. Montrer que : Vy € K, 3I,(y) intervalle ouvert contenant x et I,(z) intervalle
ouvert contenant y tels que I.(y) N I, (z) = 0.
(b) Montrer que K C UKI,, (z) et déduire qu'il existe d’'un intervalle ouvert contenant z et qui
YyER ©

est entierement contenu dans Cg' .
(c) Déduire alors que K est fermé.

Exercice 2
(1) Enoncer le théoreme de Bolzano Weierstrass pour les suites bornées.
(2) Montrer qu'un ensemble A est fermé si et seulement si toute suite convergente d’éléments de A
a sa limite dans A.
(3) Montrer que tout sous-ensemble fermé d'un ensemble compact est compact. Il suffit pour cela
de montrer toute suite d’éléments du sous-ensemble fermé admet une sous-suite qui convergent
dans ce sous ensemble. (on se servira des questions (1) et (2)).

EC2 : Fonctions
Exercice 1

(1) Calculer la limite suivante : lim v/z? +va*+5 —

T—>+0o0
(2) Montrer en utilisant la définition que hm o8 — 5
(3) Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. Montrer qu'il existe zo € [a, b] tel que
Déduire que 1'équation cos(z) = z admet une solution comprise entre 0 et 1.

(1) Soit f une fonction de R dans R et a € R. On suppose que f est continu
Montrer que f est non nulle sur un intervalle ouvert contenant a.

m toute suite (an) telle que a, — a, on a f(a..) b
(2) que
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EXAMEN DE S3 : MATH 131
DUREE = 02 H

. 1 : Topologie
Exercice 1

(1) Soit A un ensemble donné et non vide. Définir ;1 (ensemble des points intérieurs &
(ensemble des points adhérents de A), I, (ensemble des points isolés de A), A’ (ensem!
g(;ints d’accumulation de A), Ex(A) (ensemble des points extérieurs & A) et Fr(A) (fro

. (2) Montrer que A’ est fermé.

(8) Soit A= {1+ 1 n e N*}. Montrer que 1 est un point d’accumulation de A.
(4) Pourquoi I’ensemble 7 n’a aucun point d’accumulation ?

(8) Soit A = [0, 1[U{2}. Déterminer A°, A, A, Ext(A) et Fr(A).
Exercice 2
(1) Soit (2n)nen une suite de réels donnde. Définir £ est une valeur d’adhfence de (Z,)nen-

(2) Définir limsup(z,) et liminf (zn) et quelle relation y’a t-il entre ces deux notions et la valeur
d’adhfence de (z,)nen ?

(3) Soit la suite (z,)nen définie par

=3

Ton =
Lopt1 =
Déterminer limsup(z,,) et liminf(z,).
EC2 : I'nactions
Exercice 1 On considere une suite (u,) positive et la suite (v,) définie par
e
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier dans chaque cas.
(1) Pour tout n,0 < v, < 1.

(2) Si la suite (u,) est convergente, alors la suite (v,,) est convergente.

|
3=

Un

(8) Sila suite (u,) est croissante, alors la suite (v,) est croissante.
(4) Sila suite (v,) est convergente, alors la suite (u,) est convergente.
Exercice 2

(1) Soit f une fonction de R dans R et a € R. On suppose que f est continue en a et
Montrer que f est non nulle sur un intervalle ouvert contenant a.

(2) Monfrer qu'il y a équivalence entre les propositions suivantes : (i) f est con
(ii) pour toute suite (a,) telle que a, — a, on a f(a,) = f(a). e

(3) Déduire de (2) que R,

b ALEFOLT Rl

limite quand z tend vers 0.
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STl o
TRAVAUX DIRIGES DE L'UE MAT:

Exercice 1. Définir et donner la négation de :
a) La suite (un) est bornée; b) La suite (un) est convergente;
¢) la suite (u,) tend vers +oo (resp. —00 ); d) la suite (un) est de c&udw

L] $I
Exercice 2 En utilisant la défintion, montrer que :
» nll)m A =05 b) lim =05 ¢) lm 22 =0;d) hm G55 =33

n—+-00

=0; f) _ hm =l =1.g) hmn —n—1=+o0; h) E@—Vﬁ’ﬁ‘f

e) lim 2n5+n3+n S

n—++oo”+c°5"'

Exercice 3 .
1. Montrer que si u, — £, et { # 0, alors - = §. y
2. Montrer que si u, — £, et v, — ', alors u, + v, = (+ (.
3. Montrer que si u, — £, et v, — (', alors u,v, = £
4

a) Montrer que si u, — 0, et (v,) est bornée, alors u,v, — 0

. . —1)" cos(n= +l]
b) Application : Donner la nature de (uy,) telle que u, = ) ,C’j_i
5 On pose : w, = —+ + ! :F..._‘__'_:E . |
: p . n n+l1 ' n4d " n+n n -+ ]‘,' -8

k=1
Montrer que (wy,) est croissante et bornée. Conclure.
6. Soit u, = 2+ Montrer en utilisant la définition de la convergence d’une suite que (u,,)

n2+y/n"
est convergente. Ay o

= Y

Exercice 4.

1. (u,) est une suite numérique telle que (”: ) tend vers £ €] — 1, 1[. Montrer que
vers 0.

2. Montrer que si /|u,| — || € [0,1], alors (u,) tend vers 0.

3. Montrer que si u, — £ € R, alors v, = “¥zt=ta tend vers £. Que dire de la ré

"

Exercice 5. Le but de cet exercice est de montrer que la suite (u,) telle que u ' =

divergente. .

Soit g : [1,+00[— R, une fonction décroissante et continue.

L. Montrer que: Vn € N, n > 2; g(2) +---+g(n) < [ g(z)d:
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udier la monotonie de (u,,).
c¢) Donner la nature de (uy,).

2. On pose v, = sin(a)+sin(a21)+...+sin(an) ; 0<a<1etw, =sin(a) +sin(a®) + - +5 LA
En étudiant la convergence de (w,), déduire la nature de (VUn)nen- -h-" ol

Exercice 7. Soit k£ € R tel que k €]0, 1[. Soit donnée une suite (u,) de réels vérifiant :
Vn € N* lun+1 Unl < kI“n Unp— 1|

1. Montrer que Vn € N, |tn i1 — Uy| < k™|uy — ugl.

2. En déduire que (u,) est de Cauchy. Quelle est sa nature ? Pt

n

o R R w5
k=0

a) Montrer que Vn € N*, [u,y) — u,| < &|un = un—1].
b) Déduire de 1) et 2) que (u,) est de Cauchy.
Soit £ = lim u,,. On pose v, = ua, et w, = Ug, 4 (n € N).
¢) Montrer que (a;,) est une suite strictement croissante et a termes positifs.
‘d) Montrer que (w,,) et (v,) sont adjacents. En déduire que £ > 0.
e) Montrer que Vn € N*, w, < ¢ < 1

f) Montrer que ¢ est un nombre irrationnel.
Exercice 8.

1. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.

2. Montrer que les suites suivantes divergent en montrant qu’elles ne sont pas de Ca.uchy :
a) U, =cosn; b)sinn.

3. Montrer que la suite (uy,) telle que up11 = au,, avec 0 < a < 1, ug donné, est de Caue
En déduire sa nature. Utiliser une autre maniére pour aboutir & ce méme résultat.

Exercice 9. Etudier les suites récurrentes suivantes et déterminer leurs limites,
existent :

A Uy = 3un, 1 donné;

b) up =1 et u,,.,.l \/2+un;

QU = sin® u,,, 1o donné;
- d) u € [0,1] et w1 = (u, — 1)* (Discuter selon que ug € [0, m[,
t on montrera que (uy,) et (ug,,) sont des suites monotones. 3

Lﬂ Sment ug et vy deux réels tels que ‘0 m
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