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Exercice 1

1. Donner I'ensemble des majorants et l'ensemble de minorants dans R. de chacun des

cas suivants :

(") A:10, lln Q

rb) B:{t- 1r
. L. 1)"*dj

2. Donner des exemples de sous-ensembles A de R tels que :

(a) max A et sup ,4 existent ;

(b) max,4 n'existe pas et sup,4 existe

(c) Reprendre les m6mes questions pour min A et inf A

3. le maximum de deux nombres r6els r et y est not6 max(r, y) D" m6me on notera
min(r,y) Ie plus petit des nombres r et y.

(a) N4ontrerquelemax(r, il-'tu+-l*-al "tr''7 
\ r+a l"-al

2 ,trn(t) y) : 
2

(b) trn d6duire une formule pour max(r,y,z)

Exercice 2

Soient A et B deux sous ensembles non vides de IR. On pose

A+B:{a+b,o,€A,beB\IL I U 
I. J

1. On suppose a et B major6s. N4ontrer que A * B est major6 et que sup(A + B) :
supA*supB.

2. On suppose A et B minor6s. \,tlontrer que A * B est minor6 et que inf (A + B) :
inf A*inf B.

3. On pose -,4: { - a, a eA}. N,ttontrer que si,4 est born6 alors -,4 est aussi born6t)
et que I'on a inf (-,4) - - supA; sup(-,A) : - inf A.

4. On suppose A et B major6s. \4ontrer que ,4 U B est major6 et que sup(A U B) :
sup{sup,4, sup B}.

5. On suppose A et B minor6. \4ontrer que si Aa B f 0, a\ors An B est aussi minor6
et comparer inf(,A n B) et inf{inf A,rnfB}. On montrera que inf{inf A,inf B} <
sup{inf A,rnf B} < inf (,4 n B).
\,4ontrer sur un exemple que l'on peut avoir

inf{inf A,inf B} < int(A. B)
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6. Onsuppose A, B C R+: {r e IR., ">O} et onpose AB: {ab,ae Aetbe B}.
N{ontrer que si A et B sont major6s , alors AB est major6 et on a sup AB :
sup.4 x supB.

Exercice 3

1. Soient ,E l'ensemble des r6els r qui s'6crivent sous la forme tr : p + qt/Z avec p et q
des entiers relatifs et Lr, : {i - t

2. Montrer par r6currence que l'on a u" e E pour tout n € N

3. D6terminer l'intersection E n Q (On rappelle que Ji n'est pas rationnel)

Exercice 4
L'obiectif de cet exercice est de d6terminer la valeur exacte du nombre .F d6fini par

'-$ 
4k

' - L4k4+l
k:7

1. Montrer que pour tout a, b e IR
4aa + 6+ : (2a2 -t 2ab + b\(2a2 - 2ab + b2) (identit6 de Sophie Germaine)

2. En d6duire une expression simplifi6e de F.

Exercice 5 :

On considdre le systdme diff6rentiel

1. Montrer que r :37,72356356'.' est un rationnel.

2. Enoncer la propri6t6 d'Archimdde.

3. Soient a et b deux r6els tels que o, > 0 et b 2 0. En utilisant la propri6t6 d'Archimdde,
montrer que I'ensemble S : {n € N, an > b} est non vide et admet un plus petit
6l6ment que I'on notera p.

4. On pose r - b - (p - I)o. Montrer que r < o.

5. En d6duire queVr ) 0 et Ya>0,1(q,r) € N x [0,r[ tels qveA:qr*r.
Exercice 6

1. D6finir les termes suivants :

a) Majorant , b) N,{inorant, c) Borne Sup6rieure et d) Borne Inf6rieure.

2. Soient A et B deux parties born6es de iR.. Montrer que :

(") AcB+ sup,A(supB.
(b) .4 q S a inf B ( inf A.

(( .r" o )
3. On pose X: { \-rl + 1,, € N- }.

l.n n )
(a) N4ontrer que X est minor6 et major6.

(b) Montrer que X admet admet un plus petit 6l6ment et Ie d6terminer.

(c) Montrer que X admet une borne sup6rieure et le d6terminer.

Exercice 7 :

{*'n 
€N*
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1. Soit X : I
I



(a) Montrer que X est minor6 et major6.

(b) En d6duire que X admet une borne sup6rieure et une borne inf6rieure et les

d6terminer.

2. Donner l'ensemble des majorants dans Z de C:] - 1,1[nN.

3. D6finir Ies termes suivants :

a) Q est dense dans R; b) R est archimedien. c) .4 n'est pas une partie minor6.

Exercice 8 :

Soit 1le sous-ensemble de IR d6fini par 1: {r e R ,1<;. # <2}.

1. Nlontrer que 1 est la r6union de deux intervalles que l'on d6terminera.

2. D6terminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne sup6rieure, la
borne inf6rieure, le plus grang 6l6ment, Ie plus petit 6l6lement de ces intervalles.

Exercice 9 :

Soit,4 : {r eQ, 1 < retr2 <2}.
1. Montrer que L est une partie non vide et major6e dans Q.

2. Soit r e A, montrerqu'il existe n € N telque n(2-r')>2r*L. En d6duire que
.1r':r+-eA.

n

3. Soit M e Q un majorant de,4. iVlontrer qle I\'[ > Jr.
4. En d6duire que SupA f Q

Exercice 1-0 :

1 R6soudre

Oi+t
dans lR.

7-r2l $\;+ 1 < t-r2l $in;+1> ll - "'l
z.(") r-1( lt-"'l (b) l"-11 < t-12

Exercice 1l- : Autour des valeurs absolues

R6soudre dans IR

L. -3r2 -f L7r - L4:0
2. -3r2 *L7r - 74 <O

3. (*-l)r'*mr -2m* 1:0 (discuter suivant le paramdtre rn

a.(*-l)*'lmr-2m+1<0
Exercice l-2 :

1. Soient r et y deux r6els. D6montrer les 6galit6s et in6galites suivantes

(a) E(r + 1) : E(r) + 7,

(b) E(z) + E(y) ( E(" + y) < E(r) + E(y) + 7,

(c) E(r) + E(u) + E(r + y) < E(2r) + E(2y),

(d) E(\*nf !1\:E(r\.'2'\'
2. Soit r nn nombre r6el quelconque. Donner la d6finition de 1a partie entidle de e,

not6e E(").
3. I\,{ontrer qu'il existe un entier,A/ > 0 tel que : r - N < E(") ( z;Vr e IR.

o
L)



4. IIn utilisant Ia question pr6c6dente; montrer que pour tout r € R. r f 0, 1, on a

2 2

(ry) (3)- E(r)

E(kr)

et

keN.

E(r\\\/'r-l

5. Soit :r € R. D6terminer E ( k )
Exercice 13 : Autour des valeurs absolues

1. Soient r et 'y deux r6els. D6montrer les in6galit6s suivantes

(u) l"l - lyl < l" - al.

(t ) l"l + lyl < l* +al+ l" - yl.

(c) 1+l"u-71 <(1 +lr-11)(1 +ly-tl)
(a) ll"l - lyll < l" - yl < l"l + ls,l

2. Pour tout r € IR, on pose

A(r): ,g]-'/ 1+ lrl
N4ontrer que quels que soient r et y, on a A(r + U) < A(r) + A(y)

In3
3. N4onlrer que ,- est irrationnel.
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