S-Consulting

TD SUR LES NOMBRES COMPLEXES (BAQO)
FORMES ALGEBRIQUE ET TRIGONOMETRIQUE

Exercice F.1
Donner I’écriture algébrique des nombres complexes suivants :

I zy=(3-2i)(3+%) 3 m=1 5. z5=+0)’
2. zp=(1-2i)? 4 z4=34 6. zg=(1+i)2-(2-1i)
Exercice F.2

On donne les nombres complexes

4 L. -v3
)

z1=(\/g+f\/§](l+fﬁ] et zzzﬂ.
4

1. Mettre z, et zz sous forme algébrique a+ i b.
2. Déterminer le module puis un argument de z,, z» et z) 2.

3. Déterminer le module puis un argument de Z = %, Z' = zg . Ecrire Z et Z' sous forme algébrique.

Exercice F.3
20
1+iV3

1—-1

Déterminer le module et et un argument de z =

Exercice F.4
1. Soit 0 € [-m,n]. Déterminer le module et un argument de : el +1 et e¥-1.

2. En déduire le module et un argument, pour 0 € |—m, [, de :

cosO+isinB+1

cosO+isinf6-1"
Exercice F.5

Trouver les entiers n € N tels que [ﬁ+ .i]” soit réel.

Exercice F.6

On considére, pour 0 € R et n€ N, le complexe z = [1 —sin0 + i cos0]”. Déterminer les réels 0 tels que Re(z) =0.

POLYNOMES, EQUATIONS, RACINES DE L’UNITE

Exercice P.&
Soit P le polynéme défini dans C par :
P(2)=2° -2+ (5+7i)z+10-2i.
1. Montrer que P posséde une racine imaginaire pure.

2. En déduire une factorisation de P de la forme P(z) = (z—2i)Q(z) ot Q est un polynéme du second degré a
coefficients complexes.

3. Résoudre alors P(z) =0 et factoriser complétement le polynéme P sur C.
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Exercice P.2
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

l. zy=-3+4i 3. z3=-24-10i
2. .22:—5—]2.f 4. Zq=—f
Exercice P.3

Déterminer les racines des polynémes suivants :

1. zZ2+iz+5-5i 3. z2—iz+1-3i
2. 22 4+z—iz-5i 4. z2-3iz-3-i=0
Exercice P.4

Déterminer :

1. Les racines troisiémes de —8. 2. Les racines cinquiémes de —i 3. Les racines sixiémes de ﬁ
1

Exercice P.5
Résoudre dans C I’équation
(z-1°+(z-1*+1=0 (%)

Exercice P.6

1. Résoudre dans C, I'égquation
(L+iz)” =1 —iz)” (&)

2. En déduire les valeurs de tan % et tan 2?“, gue I’'on exprimera sous la forme :
\/ P+ g, [n.p.q)emzxz
3. En déduire la valeur de tan %

Exercice P.7

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z€ C :

; 2\ 2 -\3 ) .

+ + + n—(z_ "

| 142 1-+[z 1] +[z z) —0 2. (z+D)"=(z-1)

Z—1 Z—1 Z—1
Exercice P.8
Résoudre
2 =Z

Exercice P.9
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Soit w une racine n-ieme de I’unité différente de 1. On pose

n=1
S=Y (k+1) ot
k=0

Déterminer une valeur de S.
Indication 1.9 : On pourra calculer (1 —w)S.

Exercice P.10
Soit n € N, n = 2. Calculer le produit des éléments de U,,.
Exercice P.11

Résoudre dans C I’équation

142z+22% +---4+2z2" 14+ 2" =0

Indication 1.9 : Multiplier par (1 - z).
Exercice P.12

2im .
Pour n =2, on note w = e n . Calculer les sommes suivantes :

n-1 X n—1 1 X n-1 k
Si=Y o (ped),  S=Y [ )o", Sy= ) |w*-1|
k=0 k=0 k=0

Exercice P.13

SoitneN, n=1 et soit w € Uy. On dit que w est une racine primitive n-iéme de [’unité si et seulement si toute racine
n-iéme de I'unité s’écrit comme une puissance de w. Autrement dit :

Unz{wklkez}

. 2ikm . . as iy P . .
Soit k € [0,n—1]. Montrer que w = e~ est une racine primitive n-iéme de ['unité si et seulement si k est premier

avec n.

Exercice P.14

2 5 6

o
Posons w=e 7 et considérons X = o +w? + w! et Y = 03 + 05 + wS.

1. Montrer que Y =X et que ImX > 0.

2. CalculerX+Y etXY. En déduire que X et Y sont solutions d’une équation du second degré puis calculerX et Y.

3. Exprimer ReX en fonction de cos ZT“

4. En déduire que cos 27“ est une racine du polynéme 8x3 +4x*> —4x—1=0.

APPLICATION A LA TRIGONOMETRIE

Exercice A.1
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Pour x € R, linéariser les expressions suivantes :

1. sin®x 3. sin*x 5. cosxsin? x
2. costx 4. sin® x. 6. cos?xsin®x
Exercice A.2

Pour tout x € R, transformer :
1. cos(3x) en un polynéme en cos x.
2. sin(3x) en un polynéme en sin x.
3. cos(4x) en un polynéme en cos x.

Exercice A.3

7. cosacosh

8. cosacoshcosc

Résoudre dans I’ensemble des nombres réels les équations trigonométriques suivantes :

cos(2x)+cos(x)=0

sinxcosx=1/4

R

tan [3x— %] = tax1[x+ 4?“]

4. cosx—+v3sinx=1

Sl S

Exercice A.4
Résoudre les équations rrfgonomérrfq_ues suivantes :

4 4

cos(2x— %] :sin[x+ =1L

3n
4

sinx—1/sinx=3/2.

sinx+sin3x=0

3cosx—v3sinx=v6

1. cos(2x) +cos(x)=-1 2. cos*x+sin“x=1 3. cosx+cos2x+cos3x=-1
Exercice A.5
SolentnefMetBeR\2nZ.
1. Montrer que :
. a
n . . B Slﬂ.{.n_ﬂj_
Z E:kﬂ — E;ng : E
k=0 sin 3
2. En déduire :
I n
Z cos (kB) et Z sin (k0O).
k‘=l] k:l]
3. En déduire :
n
Z ksin k0.

Exercice A.6

k=0
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On pose

A=sin(z) B=cos[y5) C=tan(53]

=sin | 7> =cos| 17 =tan{ >

1. En utilisant la trigonométrie, montrer que A vérifie une équation du second degré.
2. Exprimer A, B, C en utilisant des racines carrées.

Exercice A.7

Calculer la somme

4
km
S= Z c052 —_—
k=1 9

Exercice A.8

Pour tout x € R, calculer les sommes suivantes :

k
1. Sl = EE:{] [:) coskx 3. 83 = EE:(] Zzzki (HVCC X # /2 [JT]).
2.82=¥}_, [ k) sin kx 4. 84=X_, % (avec x #7/2 [n]).
Exercice A.9
n—1
Calculer ¥ n € N*, Z (=1)” cos” (E]
p=ﬂ n
APPLICATION DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE

Exercice G.1

Sot z un nombre complexe non nul. Placer sur un dessin les points d’affixes respectives

1. z, -z, Z et -Z.
2.z 2z iz,izetz+1+ietvV2(1+i)z.
3. z,z7 , Zet 2 silzl = 1.

Exercice G.2

Déterminer et représenter les ensembles de nombres complexes :

1. E;={zeC|z=2}. 4. Eq={zeC| |z-1+2i|=1}. 7. E;={zeC| arg(z) =n/3 [2n]}.

2. By={zeC| lzl<4}. 5. Bs={zeC|Imz=-1} 8 Eg={zeC| arg(z—1) =n/6 [n]}

3. E3={zeC||z-1=|z+1]}. 6. Er,:{zECI arg(z) =m/4 [n]} 9. Eg:{zEC\ arg(z—1+2i)=mn/2 [ZHI}
Exercice G.3

Soient A(l+1) et B(4+3i).
1. Trouver I’affixe du point C pour que le triangle ABC soit équilatéral direct.

2. Trouver I’affixe des points D et E pour que le quadrilatére ABDE soit un carré direct.
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Exercice G.4
Calculer la longueur d’un cété d’un polygone régulier a n sommets inscrit dans le cercle unité.

Exercice G.5

Soit ABC un triangle direct. On construit a I'extérieur de ce triangle les triangles ARC et BSC isocéles et rectangles
respectivementen R et S. Si T est le milieu de [AB], montrer que RST est rectangle et isocéle en T.

Exercice G.6

Trouver tous les nombres complexes tel que les points M, N, P d’affixes respectives z, z° et z* sont alignés.

Exercice G.7 : Construction a la régle et au compas du pentagone régulier

1. (a) i Résoudre dansC I’équation 22=1 (%)

ii. Posonsw = cos [25—”]+1' sin [2?“) Montrer que I’ensemble solution de I'équation (=) est : {1, w,0%, wa.w‘l}

iii. Représenter {1, w,»? 03,0} dans le plan complexe.

2 4o+ ot

(b) Onposea=w+w! etp=w’+o’.

iv. Calculer:1+w+w*+w

i. Déduire de 1(a)iv que a et sont solutions de Z2+Z-1=0 (x%).

ii. Exprimer alors a en fonction de cos (2?“] et P en fonction de cos [4?“]

(c) Résoudre I’équation (**) et en déduire une valeur exacte de cos [2?")

2. (a) Ondésigne par Ag, Ay, Az, Az et A4 les points d’affixe respective 1, w, w?

. w3 et wl.
i. Par quelle transformation simple passe-t-on de Ag 4 A, ? puis de A, 4 A ? Généraliser ce résultat.
ii. Quelle est I’abscisse du point H intersection de la droite (A1A4) avec I’axe des abscisses ?
(b) Soit € le cercle de centre Q) d’affixe —% et passant par le point B d’affixe i. On désigne par M et N les
points ot1 ¢ rencontre I’axe des abscisses, M ayant une abscisse positive.
i. Prouver que M a pour affixe o et que N a pour abscisse p.
ii. Prouver que H est le milieu de [OM].

iii. Déduire de ce qui précéde la construction 4 la régle et au compas d’un pentagone dont on connait
le centre O et un sommet Ag. Effectuer cette construction en se plagant dans un repére orthonormal
direct (0,7,7) avec T = OA,.

Exercice G.8 : Propriété de I’angle au centre

Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O, 7, 7). on considére un cercle € de centre Q, de rayon R > 0 et
trois points A,B,M € % Prouver la propriété de I’angle au centre :

(@R, 38) = 2 VA, M) i2m
Exercice G.9 : Une caractérisation des triangles équilatéraux

Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixes respectives a, b et c. Montrer I’équivalence des assertions
suivantes :
1. ABC est un triangle équilatéral.

2. j ou j? est racine du polynéme P = aX? + bX +c.
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Exercice G.10

Soit z€ U\ {1}. Montrer que :

+1
2T iR

z—-1
On pourra prouver cette propriété par trois méthodes différentes :
1. Une méthode algébrique utilisant les propriétés du groupe U.
2. Une méthode utilisant la factorisation par I’angle moitié.

3. Une méthode géométrique.
Exercice G.11

Déterminer les points M du plan d’affixe z tels que :

+1

. == ¢R 3 z+1 -
z—1 z—1
+1

2. 2 _cim.
z—1

Exercice G.12

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7), on considére un cercle de centre O sur lequel on place,
dans le sens trigonométrique direct, 6 points distincts A,B,C,D,E et F de fagon 4 ce que les triangles OAB, OCD et
OEEF soient équilatéraux. On note M,N et P les milieux respectifs de [BC], [DE] et [FA]. On veut montrer que MNP est
équilatéral.

1. Effectuer un dessin 4 la régle et au compas.

2. On note z, z' et 2" les affixes respectives de A,C et E. Donner les affixes zg, zp et z¢ des points B, D et F en

fonction de z, z' et z".
3. Donner les affixes zy, zn et zp des points M,N et P en fonction de z, z' et .
4. Conclure

Exercice G.13

Soit I le centre du cercle inscrit au triangle ABC. Les longueurs des cétés sont a=y+z. b=z+xetc=x+Yy. On
appelle s le demi-périmétre x + y + z. Les angles en I vérifient x +p+y =m.

1. Démontrer que r + i x = ue'™.
2. Calculer (r +ix)(r+iy)(r+iz).

. En prenant les parties imaginaires, démontrer que xyz = r*(x + y + z).

4. En déduire que r = [G-as—bs—a
5

5. Démontrer que I’aire du triangle ABC vaut

b
o = % + r? + % =+/s(s—a)(s— b)(s— c) (Formule de Heron)
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TRANSFORMATIONS DU PLAN COMPLEXE

Exercice T.1

Identifier les transformations complexes suivantes :

I. firz—z+1+i. 5. fsiz——z+2-1.

2. friz—e™bz. 6. fo:z—Z.

3. f3:z~—-e"m3z+1. 7. friz—=(1+i)z+i.

4 fa:z—2z+1-i. 8. fg:z~—-(1+i\/§]z+l.
Exercice T.2

Donner les applications qui représente dans le plan complexe les transformations suivantes :
1. La translation de vecteur d’affixe -2 +i.
2. Lasymétrie de centre i.
3. Larotation d’angle n/6 et de centre 1.
4. L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2i.
5. La similitude de rapport 2, d’angle n/3 et de centre 1 + i.

Exercice T.3
On considére :
— le point Q du plan complexe d’affixe 1+2i
— I’homothétie h de centre Q et de rapport 2.
— larotation r de centre Q et d’angle /4.
— la transformation du plan complexe s=roh.
Donner I’écriture complexe de s.

Exercice T.4

Etudier la similitude s qui envoie le point A d’affixe i sur le point A’ d’affixe 1++/3/2+ i/2 et le point B d’affixe 1 + i
sur le point B’ d’affixe 1+ 3/3 + 2i.

Exercice T.5

Démontrer que :
1. la composée de deux symétries centrales est une translation.
2. la composée d’une rotation et d’une translation est une rotation.

3. la composée de deux rotations est une rotation ou une translation.
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