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Chapitre 1

Nombres réels

1.1 Ensemble des nombres rationnels

1.1.1 Ecriture décimale

Par définition, ’ensemble des nombres rationnels est

Q= {S;pEZ,qGN*}on noteN*:N—{O}

1
On a bien N C Z . P le =, ——,--+, =
nabien NCZCQ arexempe5, 0’ 5 )
Les nombres décimaux, c’est-a-dire les nombres de la forme — avec a € Z; et n € N,
1234 345
fournissent d’autres exemples.1,234 = 1234 x 1073 = 107 0,00345 = 345 x 107° = 106

Proposition 1.1. Un nombre est rationnel si et seulement s’il admet une écriture pério-

dique ou finie.

3 1
Exemple 5= 0,6; §; 1,179325325325325

12,34202120212021
100x

10% x 100z

10* x 100z — 100z
— 999900z

—

x
1234,20212021
12342021, 20212021
12342021 — 1234

12340787
12340787

999900

Proposition 1.2. V2 n'est pas un nombre rationnel; ¢’est-a-dire /2 #Q

Démonstration. Par I'absurde, supposons que V2 est un nombre rationnel. Alors il existe

des entiers p € Z; g € N* tel que V2 = P oest-a-dire pAg=1
q



= 2 = P — 2¢° = p* = p* est un nombre entier pair c’est-a-dire 2 divise p?. Mais
2 divise p% alors 2 divise p. Donc il existe un entier p’ € Z tel que p = 2p’. Par suite
de l'egalité 2¢> = p* on a 2¢*> = 4p™. donc ¢* = 2p". Ceci entraine que 2 divise ¢* par
conséquent 2 divise g. Nous avons prouvé que 2 divise a la fois p et ¢. Ceci est absude car

p et ¢ sont premiers entre-eux. D’ot v/2 #Q n

1.2 Nombres réels

On dit que v/2 # Q. Ce pendant, nous savons que V2 peut s’écrire peut s’écrire sous
forme d'un développement décimel infini. v/2 = 1,1421356 - - -
Dans ce cours, nous prenons cette présentation décimale, comme définition d’un nombre

réel.

Définition 1.1. Un nombrs réel est une connexion de chiffres cocics--- ¢, et didads - - - d,
compris entre 0 et 9. Les chiffres d; pouvant étre en infini. On fait correspondre a cette

connexton un nombre doué par le développement décimal x = ¢,,Cpp_1 - - - C1Co, d1do - - - d,,

— ¢'il y a un nombre fini de décimal d; (d; # 0) alors le nombre le nombre z € Q et
T = cpl0™ 4 ¢ 110™ 4o 0100 + dy 107 + -+ - d, 107 (x € Q comme somme
des rationnels)

— Un nombre rationnel admet un développement décimal, donc c’est un réel

Théoréme 1.1. Un nombre réel est un rationnel si et seulement si son développement

décimal est périodique a partir d’un certain rang.

Remarque 1.1. Cette défition nous suffit pour ce cours, mais elle n’est pas satisfaisantes
car un nombre réel peut avoir deux développement décimauz distincts 1 = 0,9999999 - - -
— cette définition fait reférence aux nombres 10 qui peut prendre une autre base d’énu-
mération. ce qui donnerait une définition équivavenle d’un nombre réel
— Les opérations d’addition, multiplication ne sont pas faites a cause du probléme de
retenu
— 11 est impossible de définir le nombre ™ rigoureusement

Il faudrait un temps et espace et un espace infini pour calculer toutes les décimales de

1.2.1 Ordre dans R

Nous allons voir que les réels sont ordonnés. La notion d’ordre est générale et nous

allons définir cette notion sur un ensemble quelconque. Nous allons noter < la relation

d’ordre.



Définition 1.2. 1. Une relation R sur R est un sous-ensemble de ’ensemble de [’en-
semble produit R x R. Pour (x,y) € R X R, on dit que x est en relation avec y et

on note *Ry pour dire que (x,y) € R

2. Une relation R est une relation d’ordre si
— R est reflexive, pour tout x € R; xR
— R est antisymétrique, pour tout z,y € R; ( xRy et yRx) = (xRy)
— R est transitive, pour tout x,y,z € R; ( xRy et yRz) = (xRz)

Définition 1.3. Une relation R sur [’ensemble des nombres réels R est totale si pour tout
x,y € R, on a xRy ou yRzx

On dit aussi que (R,R) = (R, <) est un ensemble totalement ordonné.

Propriété 1.1. La relation < sur R une relation d’ordre et de plus elle est totale. Nous
avons donc

— Pourtoutx e R, x <z

— Pour tout z,y e R, six <y ety <x alorsx =1y

— Pour tout x,y,z € R, six <yety<zalorsxz <z

1.2.2 Propriété d’Archiméde

Propriété 1.2. R est archimédien, ¢’est-‘a-dire pour tout réel x, il existe un entier naturel
n strictement plus grand que x. Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant

essentielle puisque elle permet de définir la partie entiére d’un nombre réel.

Proposition 1.3. Soit © € R, il existe un unique entier relatif, la partie entiére notée

E(@)etquer—1<E(x)<zouFE(r)<z< E()+1
Exemple : £(2,853) =2, E(r) =3; E(—3,50 = —4

Démonstration. Existence : Supposons x > 0, par la propriété d’Archimeéde, il existe
n € N tel que n > z. L’ensemble K = {k e Nk < :1:} est donc fini ( car pour tout k£ dans
K, on a k <n). Il admet donc un plus grand élément k.. = mazxk. On a alors k.. <
car kpyar € K, €t kpar +1 > x car ke, + 1 # K. Donc kjer < T < kjpee + 1 et on premd
donc E(x) = kpmax

Unicité si k et [ sont deux entiers vérifiant k < x < k+1etl <z <[+ 1 donc par
transitivité £ < [ 4+ 1. en échangeant les roles de k et [, ona aussi [ < k£ 4+ 1. On conclut
quel —1 < k <[+ 1, mais il n’y a qu'un seul entier compris strictement entre [ et [ + 1;

c’est [. Ainsi k =1 ]



1.3 Densité de Q dans R

1.3.1 Intervalle

Définition 1.4. Un intervalle de R est un sous-ensemble I de R vérifiant la propriété

Va,be I, |Vt eR(a<x<b=x€)

Remarque 1.2. — Par définition I = 0 est un intervalle

— I =R est ausst un intervalle

Définition 1.5. Soita € R, V C R est un sous-ensemble. On dit que V' est un voisinage

de a s’il existe un intervalle ouvert I tel quea € I et I CV

1.3.2 Densité

Théoréme 1.2. 1. Q est dense danse R : tout intervalle ouvert (non vide) de R

contient une infinité de rationnels.

2. R—Q est dense dans R; tout intervalle ouvert (non vide) de R contient une infinité

d’irrationnels

Démonstration. 1. Q est dense dans R c’est-a-dire
Va,b € Ra < b= Ir € Qa < x < b.(x) D’apreés la propriété d’Arcgimeéde, il existe
1
un entier ¢ tel que ¢ > — Comme b—a > 0, on a g € N*. Posons p = E(aq) + 1.
—a

1
alors p — 1 < aqg < p. On en déduit d’und part a < P et d’autre part p_Z <a
q qa g

1
donc £ <a+-<a+b—a=b DoncZ €la, b. Ceci achéve la démonstration.
q q q

2. Tout intervalle ouvert de Rcontient un irrationnel.
Partant de a, b réels tels que a < b, on peut appliquer 'implication de 'affirmation
(%) au couple (a—\/§ ; b—\/ﬁ). on en déduit qu’il existe un rationnel r dans 'intervalle
Ja—V/2,b—+/2[ et par translation r +v/2 €]a, b[. Or r+ /2 estirrationnel, car sinon
comme les rationnels sont stables par somme V2 = —r 4+ 1 + V2 serait rationnel,
ce qui est faut d’aprés la proposition V2 ¢ Q.On a donc montré que si a < b,

'intervalle |a, b[ contient aussi un irrationnnel.

3. Tout intervalle contient une infinité de rationnels et d’irrationnels. On va déduire
de l'existence d’un rationnel et d’un irrationneldans tout intervalle ]a, b[, le fait qu’il

existe une infinité de chaque dans un tel intervalle ouvert.

En effet, pour tout entier N > 1, on considére I’ensemble de N sous-intervalles
b—a +b—a2l)—a (N—-1)(b—a)
N ||"TTN TN N

intervalle contient un rationnel et un irrationnel> . Donc ]a, b[ contient (au moins)

,b| . Chaque sous-

ouverts |a,a +

7



N rationnels irrationnels. Comme ceci est vrai pour tout entier N < 1, 'intervalle

ouvert |a, b[ contient alors une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels.

]

1.4 Borne supérieure et borne inférieure

1.4.1 Borne supérieure

1.4.1.1 Maximum, minimum

Définition 1.6. Soit A une partie non vide de R. Un réel o est le plus grand
élément de A si ,a € AetVr e A; v < «

S’il existe, le plus grand élément est unique, on note alors max A

Le plus petit élément de A noté min A, s’il existe est le réel 3 tel que B € A et
Ve e Az > .

Le plus grand élément s’appelle aussi le maximum et le plus petit élément, le mi-

nimum.

Exemple : max[a, b] = b et minfa, b] = a. L’intervalle |a, b n’a pas de plus petit et
de plus grang élément.

min|[0, 1[= 0 mais max[0, 1[ n’existe pas.

Exemple d’application. Montrer que A = {1 — %, n e N} n’a pas de plus grang
élément et que min A = 0

Supposons que A a un plus grand élément o = max A. On aurait alors U,, < « avec
U,=1-—— pour tout U,,. Ainsi 1 — l < adonca>1-— l A la limite lorsque
n — +oo cela implique a > 1. Com?ne a est le plus grand élément de A alors
a € A

Donc il existe ny tel que a = U,,. Mais alors « = 1 — e < 1. Ce qui est en
contradiction avec o > 1. Donc A n’a pas de maximum.

min A = 0 il y a deux choses a vérifier tout d’abord pour n =1 U; = 0 donc 0 € A.
Ensuite pour tout n > 1 U,, > 0. Ainsi min A =0

1.4.1.2 Majorants, monorants

Définition 1.7. Soit A une partie non vide de R. Un réel M est un majorant de A
siVe e A,x < M

Un réel m est un mainorant de A siVx € A, x > m.

Exem]|ple : 3 est un majorant de ]0,2[; —7,—3 sont des minorants de |0, = oo],

mais il n’ y a pas de majorant.



Si un majorant (resp. un minorant ) de A existe, on dit que A est majoré (resp.
minoré).
Exemple : soit A = [0, 1] 'ensemble des minorants de A est | — 0o, 0 et ’ensemble

des majorants est [1, +00]
Définition 1.8. Soit A une partie non vide de R et o un réel.

1. « est la borne supérieure A si a est un majorant de A et si c’est le plus petit

des magjorants. S’il existe on le note sup A

2. B est la borne inférieure de A si 5 est un minorant de A et c’est le plus grand

des minorants. S’il existe on le note inf A
Exemple : supla,b] = b inf[a, b] = a. sup|a,b[= b 0,400 n’ a pas de borne supé-
rieure inf]0, +o00] = 0.
Théoréme 1.3. 1. Toute partie non vide de R et majorée admet une borne supérieure.
2. Toute partie non vide de R et minorée admet une borne inférieure.
Proposition 1.4. Caractérisation de la borne supéreure

Soit A une partie non vide et majorée de R. La borne supérieure de A est l'unique réel

sup A tel que

(i) siz € A, alorsx <supA =«

(ii) Ve >0, Jz. € A, tel quex. > — ¢

Proposition 1.5. Soit A une partie non vide de R. La borne supérieure de A est l’'unique
réel sup A tel que

(i) sup A est un majorant de A

(ii) il existe une suite (x,)nen d’éléments de A qui converge vers sup A

Proposition 1.6. Caractérisation de la inférieure

Soit A une partie non vide et minorée de R. La borne inférieure de A est ['unique réel

inf A tel que;
(i) siz € A, alorsxz >sup A =0

(ii) Ve >0, Jz. € Atel que zc > 5+ ¢

1.5 Suites Numériques

Définition 1.9. Une suite de nombre réels est une application u;N — R, pour n € N|

on note u(n) et on Uappelle n-ieme terme général de la suite et on note (Uy)nen

1
Exemple : u,, = —n € N*
n



1.5.1 Suites récurentes

a) La suite de Fibonacci est définie par Uy =U; =1 et Uy = U, + U, _1,Vn € N*

b) Plus généralement, on peut définir les suites récurrentes linéaire du second ordre par
Upy1 =aU, +bU,4 (a,b €R.)
Dans la résolution, léquation caractéristique est donnée par > — ar +b = 0 (*).
A =a®—4b
— si A >0, U, = Ar] + Bry ry,ry sont racines de (x)
— siA=0,U, =(An+ B)ry 1 est racine double de (x)

— siA<0,U, = (Acosnd + Bsinnf)r" , a = re” solution complexe de (x)

c) Les suites arithmétiques sont définies par U,,1 = U, + 7 ot r € R est la raison

Up = Upy + (n — no)r. Uy, étant le premier terme de la suite.

U,+ U,
:%(p—no*l-l)

d) Les suites géométiques sont définies par V.1 = ¢V, ot ¢ € R est la raison. On

La somme S, = Uy, + --- U,

montre que V), = ¢" "V,
L—q
Plus gééralement, on peut définir (U,,) par U,y1 = f(Uy) ot f est une application.

La somme S, = V,,, +---V, =V,

1.5.2 Suite majorée, minorée, bornée

Définition 1.10. Soit (uy)nen une suite;
— (Up)nen est majorée si, IM € R;¥n € N;u, < M
— (Un)nen est minorée si, Im € R;Vn € N;u,, > m
— (un)nen est bornée si elle est majorée et minorée c’est-a-dire AM € R;Vn €

N;|un| < M ou IM,m € R;Vn e Nym < u,, < M

1.5.3 Sens de variation
Définition 1.11. Soit (uy)nen une suite;
— (Up)nen est croissante si ¥n € N, upq = uy,
Un )nen est décroissante siVn € N u,1 < uy,

— (Up)nen est strictement croissante si Vn € N, u, 1 > u,
— (Up)nen est strictement décroissante si ¥n € N, u, 11 < uy,

Remarque 1.3. Si (uy)nen est a termes strictement positifs, elle est croissante si Vn €
Uy,
N, “nt+l > 1
u

n
On dit que (up,)nen est périodique si et seulement si p € N* tel que Vn € N;u,1, = u,

10



1.5.4 Limites

1.5.4.1 Limite finie, limite infinie

Définition 1.12. Soit (u,)nen une suite ;
la suite (up)nen @ pour limite | € R si, pour tout € > 0, il existe un entier naturel

N tel que sin > N alors |u, — | < € ¢’est-a-dire
Ve>0,IN €N VYn> N = |u, — ] <€
Définition 1.13. 1. La suite (uy)nen tend vers 400 si
VA>0, INeN;, n>2N=—=u,> A
2. La suite (uy)nen tend vers —oo si
YVA>0, INeN;, (n>N—=u, <-4

Définition 1.14. Une suite (uy)nen est convergente si elle admet une limite finie.

Elle est divergente sinon.

Proposition 1.7. Si une suite est convergente, sa limite est unique.

Démonstration. Par ’absurde

Supposons que la suite (uy,),eny converge vers deux limites # . Choisissons € > 0

=7

tel que € < 5

Comme lirf u, =1 ,3INjtel queVn > Ny = |u, — ] <€
n——+0oo

De méme lim u, =1 ,3dNytel queVn > Ny = |u,, —l'| < ¢

n—-+400
Notons N = max(Ny, N2) on a alors pour ce N, |uy — | < e et Juy —I'| <e.

Donc |l =1'| = |l = up +up — U < |l = up| + |un, — U'|. Ceci implique |l —1'| < e+e=
2¢ < |l = I'|. C’est-a-dire que |l —I'| < |l — |, ce qui est impossible. Donc [ =" [

1.5.4.2. Propriétés des limites

Proposition 1.8. 1. lim u,=[!<= lim (u,—1)=0<= lim |u, -] =0

n—-+oo n——+oo n—-4oo
2. lim wu, =1<= lim |u,| =]
n—-4o0o n—-+4o0o

Proposition 1.9. Opérations sur les limites

Soient (Up)nen €t (Vn)nen deux suites convergentes.

1. Si lim wu, =1, o0ul €R alors VA€ R; on a lim Au, = Al

n—-+00 n—-+0o

2.8 lm u, =1et lim v, =10, oul,l' € R, alors lim (u, +v,) =1 +1;

n—-+o00 n—-+o0o n—-+o0o
lim (u, X v,) =1x1.
n—-4o00

11



1 1
3. lim wu, =1; oul € R, alors u, # 0 pour n assez-grand et lim — = —
n—-+o0o n—-+o0o Unp,

Proposition 1.10. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (u,),en une suite qui converge vers le réel [. pour e = 1, IN ;
Vn > N |u, —I| < 1. donc pour n = N on a |u,| = |l + (u, — )| <|I| + |up — 1| <
|I| + 1. Donc si on pose M = max(|uol, |u1l,- -+, |un—1,|l] +1) on a alors Vn € N

lun| < M O

Proposition 1.11. Si une suite (u,)nen €s bornée et lim v, = 0, alors lim (uxv,) =
n—-+o0o m——+00
0,

Démonstration. Supposons (uy)neny bornée c¢’est-a-dire IM > 0; ¥n € N |u,| < M.

Fixons ¢ > 0 lim v, = 0, c’est-a-dire V' = % > 0; AN > 0; Vn > N,

m——+40oo
, €

lu,| < € = U

Mais pour n > N, on a |u,v,| = |uy||vn] < M X € =€

On a montré que lim (u, X v,) = 0.

n—-+00
O
1

Exemple : prendre u,, = cos(n) et v, = NG
1.5.4.3 Limite et inégalités
Proposition 1.12. 1. Soient (up)nen €t (Un)nen deux suites convergentes telles que

vn € N, u, <w, alors lim u, < lim v,
n—4o0o n—-4o00

2. Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites convergentes telles que lir}rl u, = +oo et
n—-—+00

Vn € N, v, > u, alors lim v, = +o0
n—-+4oo

3. Théoreme des ” gendarmes”. Si (Up)nen ; (Un)nen €t (Wy)nen Sont trois suite telles
que Vn € N | u, < v, < w, et lim w, =1 lim w,, alors la suite (v,)nen est
n—-+oo n—-+oo

convergente et lim v, =
n—+0o00

Théoréme 1.4. Toute suite croissante et magjorée converge. toute suite décroissante et

mainorée converge.

Démonstration. Notons A = {Un;n € N} C R. Comme la suite (u,)nen est majorée,

disons par le réel M, I'ensemble A est majorée par M et de plus il est non vide. Donc

I’ensemble A admet une borne supérieure. Notons le [ = sup A. Montrons que lim w,, = [.
n—-+o0o

Soit € > 0. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe un élément uy de A tel

que | —e <uy < letdonc |u, — 1| <e O
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1.6 Suites adjacentes

Définition 1.15. Les suites (un)nen €t (Un)nen sont dites adjacentes si :
1. (up)nen est croissante et (v,)nen est décroissante
2.Yn>0, onau, <v,

g lim v, —u, =0.
n—4o0o

Théoréme 1.5. Si les suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes, elles convergent vers la
méme limite

— 1
Exemple:unzg yE Up = Up + ——
n
k=1

1.6.1 Théoréme de Bolzano-Weierstass

Définition 1.16. Soit (uy)nen une suite. Une suite extraite ou sou-suite de (Up)nen €St

une suite de la forme (Ugn))nen 0 ¢ : N — N est une application croissante.

Proposition 1.13. Soit (uy)nen une suite. Si liril u, = L, alors toute suite extraite
n—-+00
=1

(Ug(n) Jnerv 0 a lim g = 1.

Démonstration. Soit € > 0, d’apreés la définition de la limite, il existe un entier naturel N
tel quen > N = |u,—[| < e. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¥n € N ¢(n0 > n.

Ceci implique en particulier que si n > N alors ¢(n) > N et donc ugm) — | <€ ]

Théoréme 1.6. Théoréme de Bolzano- Weierstrass

Toute suite bornée admet une sous-suite convergente

Démonstration. L’ensemble des valeurs de la suite est par hypothése contenu dans un in-
ap + b0:|

tervalle [a, b] . posons ag = a et by = b, (0) = 0. Aumoins I'un des intervalles [ao, 5
ag + bo
2

valle, et on note ¢(1) un entier tel que ¢(1) > ¢(0) tel que ugny € [a1, b1] En itérant cette

ou ,b0:| contient u,. Pour une infinité d’indices n. On note [ay,b;] un tel inter-

et un entier

construction, on construit Vn € N un intervalle [a,,b,] de longueur
P(n) tel que ug) € [an, by

Notons par construction la suite (a,),en est croissante et la suite (b, ),en est décroissante.
Comme de plus nl_i>r+noo(bn —ap) = nl_iffooz_—na’ les suites (an)nen €t (bn)nen sont adja-

centes et donc convergent vers une méme limite [. On peut appliquer le théoréeme "des

gendarmes" m
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1.7 Suite de Cauchy

Définition 1.17. (u,)nen est dite de cauchy si
Ve >0, IN = N;(Vn > N, Vm > N) = |u, — up| <€

1l s’agit donc d’une suite dont les termse sont infiniment proches les uns les autres quand

[indice croit indéfiniment.
Proposition 1.14. Toute suite de cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (uy,)nen une suite de cauchy. Montrons que (uy)nen est bornée. I
suffit donc de chercher donc de chercher M > 0; |u,| < M, Vn € N

Puisque (uy)nen est de cauchy,
ANeNVm,neN m>2N,n>N = |u, —u,| <1avece=1.

Un| = |um| < un — ]
= |u,| < |um|+1 posons n=m

= |u,| < |un|+1

Posons M = max {ug, u1, -+ ,un—1, [uy| + 1}.

On obtient Vn € N |u,| < M. Donc (uy)nen est bornée. O
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Chapitre 2
FONCTIONS NUMERIQUES

2.1 LIMITES,CONTINUITE ET DERIVABILITE

2.1.1 Limite finie d’une fonction en un point de R

Définition 2.1. Soit f une application de D C R dans R, a € R et ] € R. On suppose
qu’il existe b, ¢ € R et D Db, a[Ula, c[.On dit que | est limite de f en a si pour tout
€>0, il evistea >0 tel que :x € D;x#a;|lr—al< a = |f(x)—1<e

Notation : Si [ est la limite de f en a, on note [ = lim f(x)
rT—ra

Remarque 2.1. (Unicité de la limite)

Lorsque la limite d’une fonction en un point existe, elle est unique.
Définition 2.2. : (limite finie a droite (ou a gauche) en un point de R)
Soit f une application de D C R dans R, a € R, [ € R,

1. On suppose qu’il existe ¢ € R tel que a < ¢ et D D Ja,c[. On dit que | est une limite

a droite de f en a si pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que :

re€Da<zr<a+a = |f(x) -1 <e
On note lim f(z) =1 ou lim f(x)=1
r—at T—7

2. On suppose qu’il existe b € R tel que b < a et D C |b,al. On dit que | est la limite

a gauche de f en a si pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que :
re€Da—a<r<a = |f(z)—1<e¢

On note lim f(x) =1 ou lim f(z)=1

T—ra~ T—>5
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2.1.2 Limites des fonctions usuelles

Les fonctions suivantes tendent vers 400 lorsque x tend vers +oo :

1 1 1
f($):_7_(n>1)7 \/Z‘_"

Les fonctions suivantes tendent vers 0 lorsque x tend vers O :

f(z) =z ;2" ;sinz; xsinx

Exercice Déterminer les limites des fonctions suivantes :
. sinz (1 — cosx) , 1 — cosx

lim ; limy__o—————

x—0 41‘3

Propriété 2.1. Soient f et u des fonctions définies sur un intervalle du type |[a,+00|
(a € R) Si, pour tout réel x assez grand, on a |f(x) — 1| < u(x) et st lim wu(x) =0,
T

—+00 o
alors lim f(z) =
xr—>+00

Propriété 2.2. (Théoréme de comparaison)
Soient f, u et v des fonctions admettant des limites en un réel a.
Si pour tout réel x assez proche de a, on a u(x) < f(zr) < v(zr) et si lim u(x) =

rT—ra

lim v(x) =1; alors la fonction f admet une limite en a et lim f(z) = 1.
r—ra Tr—ra

C’est le Théoréme des "gendarmes" Ce Théoréme s’étend aux limites en

—o00 et en +00

Exemple
Soit f(z) =1+

sinx

. Etudier la limite de f en 400

Posons u(x) =1 — — et v(z) = 1 4+ —. Comme, pour tout réel z, on a —1 < sinz < 1, on
T
a, pour tout réel z, u( )< f(x ) v(x), or lim u(z) = lim v(z) =1, donc f admet une
Tr—ra Tr—ra

limite en +oo et lim f(z) =
r—+00

Théoréme 2.1. (Théoréme de L’Hospital)

Soient f, et g deux fonctions dérivables en un point xq telles f(xg) = g(zg) = 0 et
. f@)  f(w0)

"(z 0 alors lim ——=% =

g ( 0) 7é Z—30 g(x) g/(xo)

En général si f et g sont deux fonctions dérivables au voisinage de o € RU{—00, +00}
/
et lim J(@) =1l e RU{—00,+o0}, alors lim @) =1
T—>T0 g/ ([E) T—T0 g(il?)
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Théoréme 2.2. Soient f, u et v des fonctions définies sur un intervalle du type [a, +oo[

(a € R)
— Si pour tout réel x assez grand on a, f(x) = u(x)et si xgnioo u(z) = +o0, alors f
admet une limite en +o0o et xiriloo f(z) =+o0
— Si pour tout réel x assez grand on a, f(x) < v(x)et si inEoov(m) = —00, alors f
admet une limite en 400 et lim f(x) = —o0

T—>—+00

Théoréme analogue pour les limites en —oco et en «

Théoréme 2.3. ( Théoréme de compatibilité avec l’ordre)
Si pour tout réelr d’un intervalle du type |a,+oo[ , on a :
— flx) < g(a)

— Les fonctions f et g ont chacune une limite en +00. Alors lim f(z) < lim g(z)
r—>+00 r—>+00

Ce Théoréme s’étend aux limites en —co ou en un point «

Théoréme 2.4. (Théoréme d’une fonction composée) Soient f, g et h trois fonc-
tions telles que f = goh. Si lim h(x) =b et lim ¢g(X) = c alors

T—>a X—b
lim g(h(z)) = c

(Les lettres a, b et ¢ désigne soit un réel, soit +00, soit —o0).

Exemple
Déterminer la limite en —oo de la fonction fdéfinie ( sur R) par f(z) = Va2 +z + L.
Posons X = h(z) avec h(x) = 2% + 2 + 1, ainsi f(z) = /h(z). Nous savons que :
lim h(zr) = +oo et lim VX = 400, done Iinzoof(x) = +00

xr—>+00 X—+o0

2.2 Continuité - Prolongement par Continuité

Définition 2.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit a un réel de I.
On dit que f est continue en a si f admet une limite finie en a égale a f(a).

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point a de I.

Remarque 2.2. Graphiquement, la Continuité d’une fonction f sur un intervalle I se
traduit par le fait que sa représentation graphique sur I est d’un seul morceau. La notion

de Continuité sur I n’a pas de sens si I n’est pas un intervalle.

Définition 2.4. Soit I un intervalle et a € 1. Soit f une fonction définie sur I sauf en

a admettant une limite finie | en a. La fonction f définie par :

{ fl@)=f(z) siz#a

flz)=1six=a

est appelée prolongement par Continuité de f en a.
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Remarque 2.3. — Les fonctions f et f n'ont pas le méme ensemble de définition :
f nlest pas définie en a, mais f Uest.

— La fonction f est définie et continue en a

Exemple

La fonction fdéfinie par f(x) = S

admet un prolongement par continuité en z = 0

2.2.1 Image d’un intervalle par une fonction continue

Définition 2.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. L’image de I, notée f(I),

est l'ensemble de tous les nombres f(x) ou x € 1.

Théoréme 2.5. Si une fonction f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un

intervalle.

Si de plus f est monotone sur I, on a le tableau suivant :

I= [a, b] [a, b] la, b] la, b]
Pour f croissante | [f(a), f(b)] | [f(a),lim f[ }lign 1, f(b)] ]li;n, lign fl
Pour f décroissante | [f (D), f im f| ]lill)n f, f(a)] ]lil{n 1, li;n fl

)

). T
(@] | 7). fm

Théoréme 2.6. (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b]. Alors, pour tout réel \ intermé-
diaire entre f(a) et f(b), il existe (au moins) un réel c € I tel que f(c) = A.

(Autrement dit, [’équation f(x) = A admet au moins une solution dans I ) - Si de plus f

est monotone sur I, c existe et est unique.

Corollaire 2.1. Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I = [a; b

Si f(a)f(b) <0 alors l’équation f(x) =0 admet une unique solution dans I.

Théoréme 2.7. (Théoréme du point fixe)
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b].
Si f(I) C I, alors f admet (au moins) un point fize sur I. (Il existe (au moins) un réel

x de I tel que f(x) =x)

Théoréme 2.8. Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé borné I, alors

f(I) est un intervalle fermé borné.

Corollaire 2.2. Si f est continue sur un intervalle fermé borné sur I, alors f est bornée

sur I et atteint ses bornes.
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2.3 DERIVATION

Définition 2.6. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I de R, et a un
élément de I (distinct des bornes de I). f est dérivable en a si
x)— fla
@)~ @)
T—>a T —a
existe et est fini. Dans ce cas la limite de ce quotient est alors f'(a) et est appelée

nombre dérivée de f en a :

Tr—ra Tr—a

B) —
De maniére évidente en posant x = a+h, f est dérivable en a si lim fla+h) = /o)

h—0 h
existe et est fini et f'(a) = lim M

z—>a r—a
2.3.1 Interprétation géométrique

Si la fonction f admet un nombre dérivé f'(a) en a, sa représentation graphique
admet au point A(a, f(a)) une tangente et la pente de la tangente est f'(a). 'équation de

la tangente en A est y = f'(a)(z — a) + f(a)

2.3.2 Nombre ddérivée & gauche, nombre dérivée a droite

a
f(x) = f(a)

x)— fla
Il arrive parfois que lim et lim M existent et soient finies,
T—ra~ —a z—at r—a
mais différentes, ou que seule une des deux existe et soit finie par extension on note
x)— fla x)— f(a
T—ra~ r—a z—at r—a

Si fi(a) et fi(a) existent et sont finies mais f/(a) # fy(a) , nous dirons alors que f
admet une demi-tangente a gauche de A et une demi-tangente & droite de A, le point A
est dit anguleux.
exemple

La fonction f(z) = |z| admet un point anguleux en 2 = 0. (f;(0) = =1 et f(0) = 1)
Théoréme 2.9. St f est dérivable en a alors f est continue en a.

La réciproque n’est pas toujours vraie.

Exemple : La fonction f(z) = |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0
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2.3.3 Dérivation sur un intervalle

Définition 2.7. Si la fonction [ est dérivable en tout point d’un intervalle I de R, alors
on dit que la fonction [ est dérivable sur [intervalle I .

- La fonction f est dérivable sur intervalle I . La fonction dérivée de f est notéef’.

2.3.4 Opérations sur les dérivées

k est un nombre réell et n un entier naturel non nul.

La fonction sa dérivée Remarque
z— (u+v)(x) u'(x) + o' (x)
T (uv%(:c) o' (z)v(x) —f(u)(x)v’(:c)
T @ - (_/Ui(x)( - la ou v ne s’annule pas
— o(2) 2l la ou v ne s’annule pas
x> (u(z))” 7’Lu'(:1€)/u”_1 T)
x — y/u(x) % u(z) >0

Théoréme 2.10. dérivée d’ordre n et formule de Leibniz

Soit n un entier naturel non nul, soit f une fonction définie sur un intervalle 1

. si f est dérivable sur I, on note f' = Y sa dérivée, c’est la dérivée d’ordre 1 de f.

. si fO) est dérivable sur I, on note f7 = 2 sa dérivée, c’est la dérivée d’ordre 2 de f.
. si f® est dérivable sur I, on note f" = f® sa dérivée, c’est la dérivée d’ordre 3 de f.

. En général, si f est n fois dérivable sur I, la dérivée d’ordre n + 1 est donnée par la

relation
(f(n))/ — f(n+1)
Par convention on note f(o) = f

Formule de Letbniz

Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I. On a :

(Fo)™ =) _Crf" g™
k=0

Exemple

f et g sont les fonctions définies par f(z) = et g(x) =sinx

r—3
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1. Calculer f®(z) , g™ (z) , k € {0,1,2,3,4} et en déduire 'expression de f™(x) et
9" (x)

2. A Paide de la formule de Leibniz, donner 'expression de (fg)® ()

Théoréme 2.11. - Une fonction définie sur un intervalle et dérivable, est constante si
et seulement si sa dérivée est identiquement nulle dans cet intervalle.
- Soit f une fonction dériable sur un intervalle I . si f' garde un signe constant sur I

alors f est monotone; plus précisement

i) si f'(z) = 0 pour tout x € I, alors [ est croissante sur I.

i) si f'(x) <0 pour tout x € I, alors [ est décroissante sur I

iii) si f'(x) > 0 pour tout x € I, alors [ est strictement croissante sur I.

iv) si f'(z) < 0 pour tout x € I, alors f est strictement décroissante sur I.

Définition 2.8. i) On dit que f admet un mazimum (local ou relatif ) en a si et seulement

st, pour tout x appartenant a un voisinage de a f(x) < f(a)

ii) On dit que f admet un minimum (local ou relatif) en a si et seulement si, pour tout

x appartenant & un voisinage de a f(x) = f(a)

Théoréme 2.12. i) Si f est dérivable xy et admet un extréma en xqy alors f'(xg) =0

ii) Si f' s’annule en xy sans changer de signe alors xq est un point d’inflexion.

Théoréme 2.13. Toute fonction f dérivable et strictement monotone sur un intervalle
I est bijective. Si de plus f' # 0 sur I alors saréciproque [~ est dérivable sur f(I) et de

fonction dérivée (f1) (x) =

F )]
Théoréme 2.14. dérivée de fonctions composées
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle J et g une fonction dérivable sur un

intervalle contenant f(J). La fonction gof est dérivable sur J et on a : (gof) = f'x(g'of)

Théoréme 2.15. (Théoréme de Rolle)
Soit —00 < a < b < 400 et f une application de [a,b] dans R. On suppose que f est
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl. On suppose aussi que f(a) = f(b). Alors , il

eziste ¢ € la, b[ tel que : f'(¢) =0

Théoréme 2.16. (Théoréme des accroissements finis)

Soit —0o < a < b < 400 et f une application de [a,b] dans R. On suppose que f est
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.

Alors, il existe ¢ € |a,b] tel que : f(b) — f(a) = (b—a)f'(c)
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2.4 Fonctions monotones sur un intervalle.

Théoréme 2.17. Soit I un intervalle non trivial et f : I — R continue et strictement
monotone. Alors :

— J = f(I) est un intervalle.

— f induit une bijection encore notée f de I sur J ;

— 71 est continue et de méme sens de variation que f.

2.5 Les fonctions arccos, arcsin, arctan.

2.5.1 Arccos

La restriction du cosinus a [0, 7] est continue strictement décroissante , elle définie une

bijection de [0, 7] sur [—1,1].

Définition 2.9. La fonction arccos est la fonction réciproque de la restrictiona [0, ] de

la fonction cos.

Tableau de variations
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On a les équivalences fondamentales suivantes :

— pour tout x € [—1, 1], pour tout, y € [0, 7], y = arccos(z) <= z = cos(y)
— pour tout x € [—1,1] , cos(arccos(z)) =z

— pour tout x € [0, 7] arccos(cos(x)) = x

lim arccosx =7 et lim arccosz =0
I—)—1> SC—>+1<

Exercice Remplir le tableau de valeurs suivant :

V3| V2] 1

@ —1| =2 X2 2o

V23
2 2 2 2 2

DO | —

arccos(z)

2.5.2 Utilisisation dans la résolutionn des équations et inéqua-

tions
arccos(u(z)) = a <= O<axm ou bie a ¢ |0,7]
. ar u(z)) =a u(z) = cosa ubien ¢ o7y
0<a<sm . a>m . a<0
.arccos(u(r)) < a <~ 1> u(z) > cosa ou bien “1<u(x) <1 ou bien S_g

. arccos(u(x)) = arccos(v(z)) <

2.5.3 dérivée

Pour tout z € |—1,1[, arccos(z) € ]0,7[ cos’ = —sin ne s’annule pas sur |0, 7| donc

arccos est dérivable sur |—1,1[. On a :

1
VvV1—22

Pour tout z € |—1, 1], arccos’(z) = —

2.5.4 Etude da la fonction f : x — arccos(u(x))

. Ensemble de définition : Dy = {z € R; —1 < u(x) < 1}
dérivée : D’une fagon générale pour toute fonction u(z) , dérivable et & valeurs dans
|—-1,1] ,on a:

f'(z) = arccos'(u(z)) = —

Exemple

x
Déterminer ’ensemble de définition puis calculer la dérivée de la fonction f(z) = arccos (—1>
x —
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Exercice

On considére la fonction g(x) = arccos(2z* — 1)

1.
2.

. Montrer que ¢'(z) = —

Démontrer que g est continue et paire sur [—1, 1]

Déterminer 'intervalle pour lequel g est dérivable
4x
42 — 4x
En déduire que g(z) = 2 arccos(|z|)

—. Déterminer une expression simple de J(x)

. Tracer la courbe C, de la fonction g

2.5.5 Arcsin

. .ys .. . N ™ T . . .
Définition 2.10. La restriction de sinusa [_5’ 5] est continue strictement croissante.

Elle induit donc une bijection de [—z,g} sur [—1,1]. Sa bijection réciproque est une

T
application de [—1,1] dans [—— —} qui est appelée arcsin.

272

Tableaux de variations

On a les équivalences fondamentales suivantes :

T
- pour tout = € [—1,1] , pour tout y € [—

T . :
oL 5], y = arcsin(r) <= x = sin(y)

- pour tout z € [—1,1] , sin(arcsin(z)) =

™ T

- pour tout x € [—— ] ,

2’9

arcsin(sin(z)) = x

Exercice Remplir le tableau de valeurs suivant :

2] 1
P R Y I

V23
2 2 2 2 2

bO | —

arcsin(z)

Propriété 2.3. La fonction arcsin est impaire ¢’est-a-dire pour tout x € [—1,1], —x €

[—1,1]; et arcsin(—z) = — arcsin(x)
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Application a la résolution des équations et inéquations
T
22 )

s s
_“<cp<c _
.arcsin(u(x)) = b (:)({ Q\b'\Q oubien{bg[
x

u(z) = sinb =
m m m
_“<cp<c Z
carcsin(u(z)) <b <= 2 bs 2 ou bien b> 2 ou bien b<
—1 < u(zr) <sinb —1<u(r) <1 S
<
<

.arcsin(u(z)) = arcsin(v(z)) <= ¢ —

2.5.6 dérivée
. ™ T .y 5
Pour tout x € |—1, 1], arcsin(z) € }—5, 5[, sin’ = cos ne s’annule pas sur ]—E, 5[

donc arcsin est dérivable sur |—1,1[. On a :

1
Pour tout = € |—1,1[ , arcsin’(z) = ——
V1—a?

2.5.7 Etude da la fonction f — arcsin(u(x))
. Ensemble de définition
Dy ={r € R;—1 <u(z) <1}

dérivée
D’une fagon générale pour toute fonction u(x) , dérivable et a valeurs dans |—1,1[ ,

o '(z) = arcsin’(u(x :&
o) = s (u(a)) =~

Il résulte de ce résultat et de la dérivée de arccos que la dérivée de arccos + arcsin
est nulle sur |—1, 1] donc arccos + arcsin est constante sur |—1, 1] puis sur [—1, 1]

par Continuité.
L’évaluation en x = 0 , nous permet de conclure que pour tout = € [—1,1]; on a :

| X

arccos(x) + arcsin(z) =

Exemple
1) Déterminer I’ensemble de définition puis calculer la dérivée de la fonction

() = arcsin (x - 1)

2) Simplifier les expressions suivantes : cos(arcsin(x)) ;

sin(arccos )
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2.5.8 Arctan

.t ‘ . ‘ ‘ T
Définition 2.11. La fonction tangente est continue et strictement croissante sur] ~3'5 [
T
. Elle induit donc une bijection de ]—5, 5[ sur |—oo, +oo[. Sa réciproque par définition
T

est la fonction arctan définie de |—oo, +o0[ sur } 5 5[

Tableau de variations

On a la propriété fondamentale :

T
— pour tout x € R, pour tout y € } 5 5 [, y = arctan(z) <= x = tan(y)
— pour tout z € R, tan(arctan(x)) = x
T

— pour tout z, € } —5 5[ arctan(tan(z)) = x.

arctan est définie, continue et strictement croissante sur R. Elle est définie de R sur

T T . ™ . ™
]——, - [ De plus lim arctanz = —— et lim arctanx = —

2 2 r—>—00 r—>+00 2

Exercice Remplir le tableau de valeurs suivant :

x —ﬁ—l—?Ol?\@

arctan(z)

1 =«
Propriété 2.4. Pour tout x > 0 arctan — = 5~ arctan x et
x

1 T
Pour tout x < 0 arctan — = 5~ arctan x
T

Application dans la résolution des équations et inéquations

carctan(u(z)) = ¢ < ({ "2 5°% oubien { c¢]_§’§[ )

u(z) < tanc S =
. arctan(u(x)) = arctan(v(z)) <= u(x) = v(z)

m
-arctan(u(z)) < c <= ({ 2599 oubien { ©T 72 oubien (;> % )
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2.5.9 dérivée

1
1+ 22

La fonction arctan est dérivable sur R et sa dérivée est arctan’(x) =

2.5.10 Etude da la fonction : z — arctan(u(x))

. Ensemble de définition
Dy = {z € R;u(x) € R} ie I'ensemble de définition de f est celui de u
dérivée
D’une fagon générale pour toute fonction u(x) , dérivable et a valeurs dans |—oo, +00],

f'(z) = arctan’(u(z)) = 1-1-%1(:;)2

Exemple
Déterminer I’ensemble de définition puis calculer la dérivée de la fonction

1;2

2 —1

f(z) = arctan

2.6 Fonctions Hyperboliques

Définition 2.12. On definit sur R |

. . . ) eCU + e—x
i) la fonction cosinus hyperbolique et on note cosh ou ch par coshx = —5
et —e™®
ii) la fonction sinus hyperbolique et on note sinh ou sh par sinhx = —5
et — et
iii) la fonction tangente hyperbolique et on note tanh ou th par tanhz = pranmperi
er +e "
sinh x
coshx
. . 1
Remarque 2.4. . On utilise parfois cothx =
tanh x

xr = acosht
y = bsinht
quant t décrit R M de coordonnées (x,y) décrit une branche d’hyperbole

. Le terme hyperbolique se justifie géométriquement. En effet, en posant : {

2.6.1 Trigonométrie hyperbolique

Dans la suite a et b désigneront les nombres réels .
1. cosha + sinha = e* et cosha — sinha = e*

2. cosh?a — sinh? @ = 1 par suite, cosha > 1 pour tout @ € R
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1
1 — tanh®a = ———— et par suite, —1 < tanha <1

3.

cosh” a
4. cosh(a + b) = coshacoshb + sinh asinh b
5. cosh(a —b

= cosh a cosh b — sinh asinh b
= sinh a cosh b + sinh b cosh a

7. sinh(a — b) = sinh a cosh b + sinh bcosh a
tanh a + tanh b
1+ tanhatanhb
tanh a + tanh b
. tanh(a — b) =
9. tanh(a —b) 1 — tanhatanhb

)
6. sinh(a + b)
(a—b)

8. tanh(a +b) =

2.7 Etude des fonctions hyperboliques

2.7.1 Etude de la fonction cosh ou ch

cosh est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R.
Pour tout z € R, on a cosh(—z) = cosh z : la fonction cosh est paire ; on va donc I’étudier
sur [ = [0, 4o0].

et —e ™

Pour tout x € I, cosh’(z) = —y = sinh(z)

De plus, comme pour tout x € I, €* > e~ (la fonction exponentielle est croissante sur
R), la fonction sinh est positive sur I et par suite cosh est croissante sur . Cela permet

en particulier d’affirmer que : pour tout x € R, coshz > cosh0 = 1.
coshx e"+e*

Il est d’autre part clair que lim coshx = 4+00. On observe alors que =
T—> 400 X 2x

tend vers 400 quand x tend vers +o00. La courbe représentative de la fonction cosh admet

donc une branche parabolique de direction asymptotique (Oy).
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Tableau de variations

Remarque 2.5. Cette courbe est appelée chainette. Elle correspond en effet a la position

d’équilibre d’un fil inextensible suspendu par deux de ses points.

2.7.2 Etude de la fonction sinh ou sh

sinh est définie, continue et indéfiniment dérivable sur R.
Pour tout € R, on a sinh(—x) = —sinh(z) : la fonction sinh est impaire; on va donc

I'étudier sur I = [0, 00|

Pour tout z € I,sinh’(z) = % = cosh(x)

De plus, comme la fonction cosh est positive sur I, sinh est croissante sur I. D’autre part

) , sinhx e*—e™®
, lim sinhx = 4-00. On observe que = tend vers 400 quand x tend vers
T—>+00 T 2x

—+00

La courbe représentative de la fonction sinh admet donc une branche parabolique de

direction asymptotique (y'y).
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Tableau de variations

On peut de plus remarquer que puisque coshx — sinhx = e, les deux courbes ci-

dessus sont asymptotes en +00, la courbe représentative de cosh étant constamment au
dessus de celle de sinh car e™ > 0.

2.7.3 Etude de la fonction tanh ou th

Comme pour tout x € R, coshz > 1, tanh est définie, continue et indéfiniment déri-

vable sur R. Pour tout z € R, on a tanh(—xz) = — tanh(z) : la fonction tanh est impaire ;
on va donc I'étudier sur I = [0, +00|

cosh? z + sinh?
Pour tout x € I, tanh’(z) =

1
h? =1- tanh2 xr = h2
cosh” x cosh?
La fonction tanh est croissante sur /
) et —e " 1— 6_2$
D’autre part tanhz = =

= donc
et e  l4e 2

lim tanh(z) = 1, La courbe repré-
r—>+00
sentative de la fonction tanh admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 1.
Tableau de variations

2.7.4 Limites classiques

1.

2.

sinh z

lim
x—0 x

. tanhz
lim

x—0 €
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cosh x

3. lim =0
z—0 X
hx —1 1
A gy SR T2
x—0 .1'2 2

2.8 Fonctions hyperboliques réciproques

2.8.1 Argument cosinus hyperbolique

La fonction coshdéfinie sur [0, +00[ & valeurs dans [1, +oo[ est continue et strictement
croissante ; elle admet donc une fonction réciproque, appelée Argument cosinus hyperbo-
lique et notée Argch.

— x = Argch(y) <= (y = cosh(x) et x € [0,400|)

— Vz € [0, +o0[, Argch(ch(z)) ==

— Vz € [1,+00[ ch(Argch(z)) =
e” = coshz + sinh & = cosh z + vV cosh? x — 1 car sh(x) = 0 pour & > 0, en déduit que :

x = Argchy = In(y + /y? — 1)

D’apres le Théoréme sur la dérivée des fonctions réciproques, on a :

pour tout z € [1,+o0[, (Argch) (z) = N/
22 _

Tableau de variations

2.8.2 Etude da la fonction f:xz+—  Argch(u(x))

. Ensemble de définition

Dy ={z € Ryu(xz) > 1}
dérivée

Si u est dérivable et & valeurs dans |1, +o00[ alors la fonction f est dérivable et de

31



fonction dérivée
u'(z)

Ve

. Applications dans la résolution des équations et inéquations
a>=0

i) Argeh (u(z)) =a < { u(z) = cha

.o a 2 O
i) Argch (u(z)) >a < { 1> u(z) > cha

Exercice

Etudier et tracer la courbe représentative de la fonctionf(z) = Argch(x® — 1)

2.8.3 Argument sinus hyperbolique

La fonction sinh définie sur R & valeurs dans R est continue et strictement croissante ;
elle admet donc une fonction réciproque, appelée Argument sinus hyperbolique et notée
Argsh. On a donc :

— x = Argsh(y) < (y =sinh(z) et z € R)

— Pour tout = € R; Argsh(sh(z)) =z

— Pour tout = € R; sh(Arsh(z)) =z

e® = coshz + sinh z = sinhz + V/sinh? z + 1, on obtient

x = Argshy =In(y + V4> + 1)

D’apres le Théoréme sur la dérivée des fonctions réciproques, on a donc :
1

V1+ 22

pour tout x € R, (Argsh)(z) =

Tableau de variations

2.8.4 Etude da la fonction f:x — Argsh(u(x))

. Ensemble de définition
Dy = {z € R;u(x) € R}. En effet 'ensemble de définition de f est égale a I’ensemble

de définition de u

32



dérivée
La fonction f est dérivable sur tout intervalle ouvert de son ensemble de définition

de fonction dérivée
u'(x)

1+ (u(x))?
. Applications dans la résolution des équations et inéquations
i) Argsh (u(x)) =b <= u(x) = sh(b)
ii) Argsh (u(z)) >b <= u(x) > sh(b)

f'(x) =

Exercice

1
Etudier et tracer la courbe représentative de la fonction g(z) = Argsh (—)
T

2.8.5 Argument tangente hyperbolique

La fonction tanh définie sur R & valeurs dans |—1, 1| est continue et strictement crois-
sante ; elle admet donc une fonction réciproque, appelée Argument tangente hyperbolique
et notée Argth. On a :

— v = Argth(y) <= (y =tanh(z) et x

— Pour tout = € |—1,1[; th(Argth(z)) =

— Pour tout = € R, Argth(thz)) =«

e* —1 0y 1

y=———one’ = +yet on obtient :
et 41 1—y

1.1
x—Argthy—ilnl—'—y
-y

. D’apres le Théoréme sur la dérivée des fonctions réciproques, on a :

1

pour tout = € |—1,1[, (Argth)'(z) = 1_ 2
—x
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Tableau de variations

2.8.6 Etude da la fonction h:z+— Argth(u(x))
. Ensemble de définition
Dy ={z e R;—1 < u(x) < 1}.
dérivée
Si w est dérivable alors la fonction h est dérivable et de fonction dérivée

u'(x)

T 1 (u(z))?

. Application dans la résolution des équations et inéquations

W ()

) Argth (u(z)) = ¢ <= { ;&)2%)(5 1
ceR
i) Argth (u(z)) <c¢ <= ¢ —1<u(z)<l1

u(x) < th(c

Exercice

1
Etudier et tracer la courbe représentative de la fonction g(z) = Argth ( o 1)
x

2.9 Travaux dirigés dur les fonctions

Exercice 1
Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes puis calculer les limites aux

bornes de cet ensemble de définition

1. a) @ = cos(arccos(z)) , b) x — arccos(cos(x)) c¢) x> sin(arcsin(z)) ,

d) z — arcsin(sin(x)), e) x> arctan(tan(x)) f) z+— tan(arctan(z))

2

1+
d) x — arccosx + Argch(x)

1—2z
1+2x

2. a) x — arcsin ( > b) x +— arctan ¢) x — arcsin(e™®)

2
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Exercice 2

1. Calculer les limites suivantes :

in(1 — t Argth(4 — z? Argth(z?
2) Tim aresin( x)7 b) lim arc an(x)’ &) lim rgt (4—x )’ 4) Tim rg (x2)
e s a—0 Argsh(z) z——2 arcsin(x + 2) z—0  sin(x)
2. Etablir les identités suivantes :
a) Argsh(z) =In(z+Vz?+1),Vz € R
b) Argch(z) =lIn(zx+ Va2 —1),x > 1
1. 14+
A =— 1
c) Argth(x) 2[?1(1 — x>’ lz| <
in(1 — 1—
3. Déterminer lim w puis lim w
z—0F \/E z—0F \/5
4. En utilisant la régle d’Hospital calculer les limites suivantes :
h(z) —2 In(si T—b" 1-—
a) lim cos(z) +i (z) b) lim In{sinz) c¢) lim ¢ ——, d) lim —éos(x)
=0 x e—2 (T —2x)%2 T 2—0 sinz z—0  SInT
. 1—tanx
e) lim ———

a—= cos(21)
5. Déterminer les limites suivantes :

. vVe+1—1 .
a) llm ———— b) lim r+1—+vx—-1
e Sy R SR

Exercice 3

On considére la fonction f de la variable réel x définie par :

f(:v):{ (14+2x)= siaz#0

estx=0

1. Etudier la Continuité de f sur son ensemble de définition.
2. Déterminer la limite de f en +oc.
3. Soit g la fonction définie sur R’ par :

(1+z)s —e
T

g(x) =
Montrer que g se prolonge par Continuité en 0 et calculer i E}riloo g
Exercice 4
Calculer la dérivée n-iéme de )

1+ 1 — a2
2. Calculer de deux facon la dérivée n-iéme de  — 2" En déduire une expression de

1
1a)x>—>sz‘nxex,b):vr—>x2(1+:n)”,c)x+—>1—d)xr—> e) x>
-z

n

> (Chy?

k=0
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3. Soit f : R —» R définie par f(z) = ¢*V3sinz . Montrer que ™ (z) = 2"¢"V3 sin (m + %)

Exercice 5

1. Déterminer l’ensemble de définition et calculer les dérivées des fonctions f; (on

précisera ’ensemble de dérivabilité) définies par :

a) fi(r) = arcsin (29;113) b) fa(z) = arccos <1 ixla)

! t i) d) fi(z) = arccotan(x® — 1)

c) fsarctan

2. Déterminer l’ensemble de définition et calculer les dérivées des fonctions g; (on

précisera ’ensemble de dérivabilité) définies par :

a) g1(r) = Argsh(2z +3) b) b)ga(z) = Argch(l — 2°)
c) gs(x) = Argth (i—z d) gu(x) = Argeoth(z?)

3. Pour chaque fonction ci-dessus, donner la représentation graphique

Exercice 6

1. Déterminer le nombre de solutions des équations suivantes dans R :
a) arcsin(z) —x+1=0,, 2arccos(r)— 2 = g , arctan(z) — %xQ +1=0
b) 3Argth(z)+x—-2=0, —Argsh(z)—2>+2=0
2. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) 3arcsin(z) + 7 <0
b) 4arctan(z) — 7 >0
c) Argsh(z* — 2 —2) <0
d) Argcoth(z® —2) >0

3. Résoudre dans R ’équation suivante (aprés avoir déterminé domaine de définition) :

arcsin(z) + arcsin(v'1 — 22) = g
4. arccos(z) = arcsin(2x)

5. arcsin 2z — arcsin a:\/g — arcsinx

Exercice 7

Etudier et donner une représentation graphique des fonctions suivantes :

11—z
= t
a) f(z) = arctan T2
b) g(x) . 2z
x) = arcsin
g 14 22
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1
c) h(z) = arccos 1/ $

Exercice 8

1. Résoudre dans R I'équation chx + 2shx = 3
2
2. Résoudre dans R I’équation Argth(x) + Argth(2x) = Argthg

3. Simplifier les expressions :

a) cos(arctan(x)) , b) sin(arctan(x)), c)cos(arcsin(x)) d) sin(arccos(z)) e)

cos(3arctan(x)) , f) 0032(§arctan(x)) g) arcsin —
+x

4. Simplifier les expressions suivantes

a) ch(in(x + Va2 —1)), b)sh(ln(x + Va2 +1)), «c¢) Argsh

x?—1
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Chapitre 3
TOPOLOGIE DE R

3.1 La notion d’Ouverts, Fermés, Voisinage
Rappel : Une partie I C R est un intervalle si et seulement si :
Ve,yel, [x,y] C I

a,b] : intervalle fermé d’extrémité abet b

[a, b

la, b[ : intervalle ouvert d’extrémité abet b
la, b[ intervalle ouvert en b et fermé en a
|-

,al, | — oo, al, [a,+00], |a, +o00|

On note Vz € R, Ve > 0, I(x;€) = intervalle centré en = et de rayon € I(z;€) =]z —e€,x+¢€]

3.1.1 Ouvert

Soit O C R. On dit que O est un ouvert si O = ) ou si Va € O, il existe € > 0 tel que
I(z;¢) C O.

Remarque 3.1. O est un ouvert si O = () ou si Vx € O, il existe un intervalle ouvert I

tel que x € I C O
Exemple; |1, 2[ est un ouvert de R

Démonstration. Soit x €]1,2[; cherchons € > 0 tel que I(x;¢€) C]1,2].

Pour € = min(z — 1,2 — z), montrons que I(z;¢) C]1,2[.

Soit y € I(z;€);onazr—e<y<xz+ecommee<2—zronay<z+e< 2 Par ailleurs
commee<r—l,onar—ez2rz—ao+1=1

Onal<z—e<yon conclut que 1 <y < 2 c’est-a-dire y €]1, 2] O

Tout intervalle ouvert |a, b est un ouvert

O =]1,2] n’est pas ouvert. En effet pour z =2 €]1,2]. Pour € > 0, 2 + ¢ ¢]1, 2]
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Théoréme 3.1. 1. Toute réunion (finie ou non) d’ouverts de R est ouvert.
2. Toute intersection finie d’ouverts est ouvert

3. 0, R sont ouverts

Démonstration. 1. Soit (O4)aer une famille d’ouverts. Montrons que O = U0, est
ouvert. Si O = (), c’est terminé.
Si O #, soit x € O, alors il existe ag € I tel que z € O,,. Comme O, est ouvert, il

existe € > 0 tel que I(z,€) C Opy, or Oy C UaerOy = O. Donc I(z,¢) C O

2. Soit Oy, - - - Oy une famille finie d’ouverts.
Montrons que O = ﬂévlek est ouvert
Si O =0, c’est etrminé.
Supposons que O # ()
Soit x € O, x € O, Vk =1,--- N. Oy ouvert alors il existe I(x;¢;) tel que I(z;€;) C
Ok.
Posons € = mine, k=1, -+ N (e existe , car les ¢ sont finis)
Montrons que I(z,€) C O
En effet I(z,e) C I(x;€x) car € < €. Ainsi Vk, I(z,e) C Oy c’est-a-dire I(z,€) C
N, O0r = O. Dot le résultat.
3. 0 est ouvert. Vo € R, |z — 1,z + 1[C R. Donc R est ouvert.
O

Corollaire 3.1. Un ensemble O non vide est un ouvert si et seulement si O est une

réunion d’intervalles ouverts

Démonstration. — Si O est la réunion d’intervalles ouverts, alors O est la réunion
d’ouverts car un intervalle ouvert est un ouvert. D’ aprés la propriété 1, O est
ouvert.

— Soit O # () un ouvert. Par définition , Vo € O,3e, > 0,/I(x,¢,) C O, donc
O = Uzeol (2, €)
m

Voisinage d’un point

Définition 3.1. Soit x € R. On dit que V' C R est un voisinage de x, si il existe € > 0
tel que I(x,e) CV

Exemple : V; =|1, 3]U}4, 6]

V) n’est pas un voisinage de 1; V; est voisinage de 2; V; n’est pas voisinage de 3.

39



Vo =|1,2[ 4 n’est pas voisinage 2

On note par V(z) 'ensemble des voisinages de z.

Corollaire 3.2. O # () est ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses

points

Démonstration. =) Supposons que O est un ouvert, donc Vo € O,3e > 0/I(x,¢e) C O.
Donc O est voisinage en x. D’ou Vo € O, O est voisinage de x

(<= Supposons que O est voisinage en chacun de ses points.

Ainsi Vo € O,3e, > 0/1(x,¢e,) C O on a Uzeol(z,€,) = O. Donc O est un ouvert, car il

est une réunion d’intervalle ouvert. O

Théoréme 3.2. (R est séparé)
Va,y € R, tel que = # y il existe V(x) un voisinage de x et V(y) un voisinage de y tel
que V(z)NV(y) =10

3.2 Fermés

Définition 3.2. F C R est une partie fermée si Cyy est ouvert.

Exemple : [1,2] est fermé

En effet C’IE’Q] =] — 00, 1{U]2, +00]; | — 00, 1] et |2, +00[ sont des ouverts. Donc
Cﬂg st une réunion d’ouverts et donc un ouvert.

[1,3] n’est pas fermé

Théoréme 3.3. 1. Toute intersection (finie ou non) de fermés est fermé.

2. Toute réunion finie de fermés est fermé.

3. 0, R sont fermés

3.3 Points d’accumulation

Définition 3.3. Soit A C R et x € R. On dit que = est un point d’accumulation de A si
Ve > 0,1(x,€) rencontre un point de A différent de x. C’est-a-dire I(x,e) N A — {x} # 0.

Exemple : A = [1,2[U{3}
— 1 est un point d’accumulation de A
— 2 est un point d’accumulation de A

— 3 n’est pas un point d’accumulation de A
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Théoréme 3.4. Soit x € R et A C R. x est un point d’accumulation si et seulement si

A(x,) € A—{z} avec x,, # Ty, Y # m telle que T, — x

Théoréme 3.5. Soit F C R
1. F est fermé si et seulement si toute suite (x,) € F convergente & sa limite dans F

2. F fermé si et seulement si F' contient ses points d’accumulation.

Démonstration. 1. =) Supposons I fermé> Soit (x,,) une suite d’élément de F' tel
que T, — T
Montrons que x € F'
Par I'absurde supposons que x # F, donc x € Cf. Comme F est fermé, C% est
ouvert. Donc 3e > 0/I(x,¢) C CL. Puisque x,, — x, pour € poser précédemment |
IN/n > N = |z, — 7| < € cest-a-dire x,, € I(x,¢€). Ainsi vy € FNCE. Ce qui
est absurde.
<) Réciproquement, supposons que toute suite (x,) de F' converge vers x € F'; et
montrons que F' est un fermé, c’est-a-dire C% est ouvert.

1
Soit # € Cf / Ve > 0,1(z,¢) € Cf. Ainsi Vn € Nx, 3z, € F et x,, € I(z,~) (avec
n

1 1
e = —). On construit ainsi une suite (z,) € F, |v, — x| < —. Ainsi (z,) C F et
n n
z, — x. De hypothése 2 € F d’'ott z € F N CY. Ce qui est absurde.
O

On note par A’ ensemble dérivé. C’est I’ensemble des points d’accumulation de A

Exemple : [0,3]UN; A" =0, 3]

3.3.1 Point isolé

Soit A une partie de R et z € A.
On ditv que x est un un point isolé | si z n’est pas un point d’accumulation de A.
C’est-a- dire

de > 0, tel que I(z,e) N A= {z}
Théoréme 3.6. Tout sous-ensemble borné X de R admet un point d’accumulation

Démonstration. Comme X a une infinité d’élément, il existe une suite (z,,) contenu dans
X formée des points deux a deux distincts. Puisque X est borné, la suite (x,,) est aussi
bornée. Donc d’apreés le Théoréme de Bolzano- Weierstrass, il existe (x,,) sous-suite de (z,)
qui converge vers x. Ainsi z est un point d’accumulation de X. N est une partie non bornée

de R et ayant un nombre infini d’élément. N n’admet pas de point d’accumulation. [
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3.4 Adhérance et intérieur d’un Ensemble

3.4.1 Notion d’adhérance

Soit A C R et x € R. On dit que x est adhérant a A
si pour tout € > 0, I(z,e) N A # .

On note par A Iensemble des points adhérants.

Exemple : A=|0,1]; A=10,1]
Proposition 3.1. Soit ACR; A=AUA’

Démonstration. A C Aet A’ C Aainsi AUA' C A

Montrons que A C AU A’

En effet, soit 2 € A tel que z # A. Soit € >0, x € A= I(z,e)NA#(). Or z # A =
A=A—{z} et donc I(x,e)NA— {x} # 0 cest-a-dire z € A'. Ainsi A C AU A’ O

Définition 3.4. On appelle fermeture de A le plus petit fermé de R (sens de l'inclusion)
de R qui contient A. Il est noté A

Remarque 3.2. VF fermé, tel que ACF, ona ACF. A=NF, F fermé et ACF

Corollaire 3.3. A est fermé si et seulement si A= A

3.4.2 Intérieur d’un ensemble

Définition 3.5. Soit A C R. On dit que x est un point intérieur a A si il existe € > 0 tel
que I(x,€) C A.

L’ensemble des points intérieurs de A est appelé Uintérieur de A et est noté A°
Exercice Montrer que pour A = [0,1[, A° =]0, 1]

Théoréme 3.7. Pour tout A C R, A° est le grand ouvert ( au sens de l'inclusion )

contenu dans A

Démonstration. 1. A° est ouvert
Si A° = () ¢’est terminé
Si A° # () soit x € A°, Je > 0/I(x,¢e) C A
montrons que [(z,¢) C A°
Soit y € I(x,€) Comme I(z,€) est ouvert, il existe donc > 0/19y, 5) C I(x,¢€) C A
donc I(y,B) C A, douy € A°
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2. Soit 2 un ouvert telle que Q2 C A. Montrons que €2 C A°
En effet pour z € €, il existe € > 0 / I(z,¢) C Q or Q C A donc I(xz,e) C A d’ou
x € A°. Ainsi Vx € Q, x € A°.
O

Propriété 3.1. 1. A° = A°, A=A
2. StACDB -

|
=
N
%
A

—
4. ANB=A°NB°
—
5 BUADB°UA®
6 R=R; 0=20

L - A
7.0 =cd, ol ="

3.5 Frontiére et Extérieure d’un ensemble

Soit A C R;
On appelle Extérieure de A et on note Fxt(A) , intérieur du complémentaire de A
dans R
La frontiére de A noté Fr(A) est U'intersection de l'extérieur et de ladhérence de A.

C’est-a-dire 'ensemble des € R/Ve > 0, 1(z,e) N A # (et I(z,e) NCh # 0
Proposition 3.2. VA C R, Fr(A) = AN Cg ; Fr(A) = Fr(Cg)

Exemple : A=]0,1]U{5}; A=1[0,1]n{5}; A° =]0,1[; Fr(A) ={0,1,5};
Ext(A) =] — oo, 0[U]1, 5[U]5, 400

3.6 La notion de compact

Soit A une partie de R On appelle recouvrement de A toute famille (€2;),¢; telle
que A C Ujer€2;.
SiVj € I, est un ouvert, on dit qu’on a un recouvrement ouvert de A
Soit €2;);e; Un recouvrement de A. On appelle Sous recouvrement (););c;, tout recou-

vrement (€2;,) et J C I.

Définition 3.6. Soit A C R, A# () On dit que A est Compact si de tout recouvrement
ouvert de A, on peut extraire un sous recovvrement fini. Cest-a-dire ¥(2);er avec §; ouvert

tel que A C U(SY)ier il existe N € N* tel que A C U(%, )1<ken
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Exercice

1. Montrer que |0, 1[ n’est pas compact
2. Montrer que l’ensemble A = {z1,xs,- -+ ,x,} est compact

Solution

1. Montrons que |0, 1[ n’est pas compact Vz €]0, 1] , posons 2, = ] g, 1 [
On a, |0, 1[C Uzejo,11(£2:). Montrons qu’on ne peut pas extraire un sous recouvrement
fini de ce recouvrement.
Supposons par I’absurde qu’il existe un sous recouvrement fini. C’est-a-dire 3N € N*
tel que ]0,1[C Ui<ken(€2s,) pour z = min (%), on a Yy €]0,z], y €]0,1] mais
y ¢ Ui<pen(€2;,) ce qui est absurde.

2. Montrons que A = {x1,z9,- -+ ,x,} est compact.
Soit (€;)ie; un recouvrement ouvert de A. Clest-a-dire A C U(€;);er et Q; ouvert.
Pour tout k£ € {1,---,n}, comme z, € A C Q;, donc il existe iy € I tel que
xy € Q. D' ot (21,29, - -+, x) est contenu dans UQ% ,ke{1,2,---,n}. Donc A

est compact.

Théoréme 3.8. (Théoréme de Heine-Borel-Lebergue)

Va,b € R avec a < b Uintervalle [a,b] est compact.
Théoréme 3.9. Un ensemble A C R est compact <= A est fermé et borné.

Démonstration. Soit A un compact. Soit © € A. Posons I, = I(x,1) on a A C U I,.

€A
N
Puisque A est compact, dxq1, 20, ,zny € A tel que A C U I,
k=1
N
Comme I, est borné, prendre |z;| + 1 comme borne. On a U I,, est bornée. Prendre
k=1

max _|zg| + 1. Ainsi A est borné.
{k:1’7N}

Montrons que A est fermé

11 suffit de prouver que C est ouvert.

Soit & € C4. Cherchons ¢ > 0 tel que I(z,¢) C Cg

Vy € A, comme R est séparé et x # y alors 31 (y,n,) et I(z,€,)

tel que I(y,n,)NI(z,€,) = 0. Ainsi A C UI(y,n,). De compacité de A. Jyy, 42, -+ ,yy € A
N

tel que A C UI(yk,nyk) et Vk=1,--- N, I(y,ny) NI (x,€,) = 0.
k=1
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Posons emin ¢, . Montrons que I(z,e) N A # (. Comme k=1,--- N I(x,€) C I(x, ¢, et

N
I(z,e) N I(z,€,) = 0. Dou I(x,¢) ﬂ (U I(yk,nyk)> = (). C’est-a-dire I(xz,e) N A = 0.
k=1

Ce qui montre que I(x,€) C Ca, d’'ott A est fermé.
<=)Supposons que A est borné. Montrons que A est compact.
Supposons A n’est compact, soit (0;),., un recouvrement ouvert de A tel qu’on peut

obtenir un sous-recouvrement fini de A. Comme A est borné, alors A C [a,b] = Iy. Di-

a+b a+b
5 ], [ 5 ,b| . Alors un de

ces intervalle est tel que l'intersection avec A n’admet pas de recouvrement fini de (O;) .

A:Aﬂ{a,a;b]UAﬂ{a;b,b]

Notons par I; cet intervalle. On réitére le processus en divisant en deux intervalles fer-

visons en deux intervalles fermés de méme longueur [a,

més de méme longueur. on obtient un intervalle fermé I5 tel que I, N A n’admet pas de
recouvrement fini. On a Iy C I; et || = % On continue et on obtient une suite d’in-
tervalles fermés I, tel aue I,, N A n’admet pas sous-recouvrement fini et |I,,| — 0 quand
n — +00.

I DIy D --- D I,. Du théoréme des intervalles enboités ﬂ I, = {z}. Prenons (z,) €
n>1
I, N A, Vn Alors z, — x et (z,) € A. Puisque A C UO"’ dig € I/x € Oy, or Oy
iel
est ouvert , il existe € > 0, /I(z,¢) C O;. Ing € N, I,,, C I(z,€), I,, C O;, par suite
I;, N A C O;,. Ce qui contredit le fait que Vn, I,, N A n’admet pas de sous-recouvrement
fini de (OZ)

.1 - Ainsi A est compact u

Théoréme 3.10. A est compact si et seulement si de toute suite (x,) C A on peut extraire

une sous-suite convergente et sa limite dans A

Démonstration. —>) Supposons que A est compact c’est-a-dire A est fermé et born’e.
Soit (z,) € A Comme A est borné, (z,,) est bornée. Du théoréme de Bolzano-Weierstrass,
il existe (z,, ) une sou-suite de (z,) qui converge vers x. Puisque A est fermé, ona x € A
<) Montrons que A est borné. Supposons que A n’est pas borné. Vn € N, 3z, € A, |z,| <
n. Comme (x,) C A de I'hypothes, 3(x,,, ) C (z,,) tel que z,,, — = € A quand n — 400,
or Vk, |z, | = ng. Dou (z,,) est bornée, et (z,,) est convergente. Ce qui est absurde.
Ainsi A est borné.

Montrons que A est fermée

Soit (x,) C A telle que z,, — x. De 'hypothése 3(z,, ) telle que z,,, — a € A. Unicité

de la limite a = x et par suite x € A n
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3.7 Limite Supérieure et Limite Inférieure d’une suite

3.7.1 Valeur d’adhérence d’une suite

Soit (u,) une suite. Posons E = {un, neN }, I’ensemble des valeurs de la suite.

Définition 3.7. On dit que a € R est valeur d’adhérence de la suite (uy,) si
— a est un point d’accumulation de £

— a est la valeur prise par une infinité de terme de la suite.

Exemple : (—=1)" = wu,. 1 et —1 sont les valeurs d’adhérences de (u,). En effet

Uont+1 = —1et Uop = 1.
Remarque 3.3. a est la valeur d’adhérence si Ve > 0,¥YN € N, Ik > N, |u, —a| < €

Théoréme 3.11. Soit (u,) une suite. a est valeur d’adhérence de (u,) <= il existe

une sous-suite (uy, ) de (u,) qui converge vers a

Remarque 3.4. Si (u,) converge, alors (u,) admet une seule valeur d’adhérence qui est

sa limate.
2
Exemple : v, = sin %n
Si n est un multiple de 5 c¢’est-a-dire n = 5k on vs, = sin 2wk +— 0.
.27 . Am '67TD’\A {0_27r,47r,67r}
v =sin—, v =sin —, v =gin—. D'ou A = sin —, sin —, sin —
5k+1 5 y Ubk+42 5 y Ubk+3 5 ) 5 ) 5 ) 5

Définition 3.8. Soit (u,) une suite. On pose par A l’ensemble de ses valeurs d’adhé-
rences. St (uy,) est majorée, (resp. minorée). On appelle limite supérieure(resp limite

inférieure) de (u,) la borne supérieure de A (resp la borne inférieure de A )

Notation limsupu, ou lim wu,, liminfu, ou lim
n——+00 n——+00 n—-+oo

n—>+oou7l

Théoréme 3.12. Soit (u,) une suite bornée,
1. limsupu, =a

n——+00
Pour tout € > 0, il y a une infinité de terme de la suite tel que u, > a—e etiln’y

a qu’un nombre fini de termes de la suite tel que u, > a + €
2. liminfu,, = a
n—-+0oo
Pour tout € > 0, il y a une infinité de termes de la suite tel que u, > a+ € et il n’

y a qu’un nombre fini de termes de (u,) tel que u, < a — €.
Théoréme 3.13. Soit (u,) une suite bornée on a :
1. liminf u, < limsup u,
2. (up)) converge <= liminf u,, = limsup u,

3. lim sup u,, = inf (sup un) etk >1,n >k liminfu, = sup (inf un>

k=21 \ n>k E>1 n=k
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3.8 Travaux Dirigés

Exercice 1

1. Soit ¢ : N — N une injection croissante. Montrer que ¢(n) > n

2. Montrer qu’il n’existe pas de rationnel de carré 2

3. Montrer N n,est pas majoré dans R et en déduire que Z n’est pas minoré dans R

Exercice 2
Soit A = {3: € Qx> 0,2° < 2}; B = {x e Rz > 02 < 2}. On rappelle que
sup B = v/2. Soit o = sup A.

1. Montrer en utilisant la densité de Q dqns R que 'on ne peut pas avoir I'inégalité

stricte v < V2
2. En déduire que sup A = v/2. Conclure.

Exercice 3

Donner des exemples de sous-ensembles de A de R tels que :
1. max A et sup A existe;
2. max A n’existe pas et sup A existe;
3. min A et inf A existent ;
4. min A n’existe pas et inf A existe

Exercice 4 Soient A et B deux sous-ensembles non vides de R . On pose
A+B= {a+b,aeA,be }

1. On suppose A et B majorés. Montrer que A + B est majoré et que sup(A + B) =
sup A + sup B.

2. On suppose A et B minorés. Montrer que A + B est minoré et que inf(A + B) =
inf A +inf B.

3. On pose —A = { —a,a € A}. Montrer que si A est borné alors —A est aussi borné
et que 'on a inf(—A) = —sup A; sup(—A) = —inf A.

4. On suppose A et B majorés. Montrer que A U B est majoré et que sup(AU B) =
sup { sup A, sup B}.

5. On suppose A et B minorés. Montrer que si AN # (), alors A N B est aussi minoré

et comparer € (AU B) et inf { inf A, inf B}. On montrera que inf { inf A, inf B} <
sup { sup A, sup B} < inf(AN B)
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6.

On suppose A, B C R, = {x e Rx > 0} et on pose AB = {ab,a € Aetb €

B } Montrer que si A et B sont majorés, alors AB est majoré et on a sup AB =

sup A.sup B |

Exercice 5

Soient A et B deux parties non vides de R

1.

2.

a) Comparer les inclusion des ensembles AN Bet AUB et AUB et AU B;
b) Montrer que 1'on peut avoir AN B # AN B

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes

a) A est fermé de R.

b) Toute suite convergente d’éléments de A a sa limite dans A

Exercice 6

1.

2.

Définir valeur d’adhérence d’une suite (uy,)

Montrer que a est une valeur d’adhérence de (u,) si et seulement si a est limite

d’une sous-suite de (u,)

Soit (u,) un suite bornée. définir la limite supérieure limu,, et la limite inférieure

limw,, de (u,)
1
n+1

a) Déterminer limu, et limu, de (u,) pour u, = (—1)" +

b) Quelle est la nature de cette suite ?

Exercice 7

AR

. Montrer que pour tout A C R, A # (), A est fermé de R.

Montrer que A est I'intersection de tous les fermés de R contenant A. ( On dit que

A est la fermeture de A)
Montrer que (Afermé) <= (A = A)
Montrer que A=4

Montrer que (7 € A) <=>(z est limite d'une suite de points de A)

. Montrer que (Afermé) <= (Toute suite convergente de points de A a sa limite

dans A)

Montrer que A borné <= A borné

_ 1
. Déterminer A pour : A =]0,1[; A =]a,b[, a <b; A =] —00,0[; A= {—,n € N*},
n

A=N; A=7; A= Q. En déduire la nature de N, Q et R
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