Chapitre 2

Matrices, systémes d’équations linéaires

Une application linéaire d'un espace vectoriel E de dimension p dans un espace vectoriel F' de
dimension n, tous deux munis de bases, est entiérement déterminée par np scalaires, qui sont les
coordonnées dans F' des images des éléments de la base de E. On peut disposer ces scalaires en
un tableau a n lignes et p colonnes, appelé matrice. Tout se raméne alors a un calcul sur ces
nouveaux objets. L’invention du calcul matriciel est I'oeuvre d’Arthur Cayley (1821-1895). Dans
tout ce chapitre, n et p sont des entiers naturels et K désigne le corps R des nombres réels ou C
des nombres complexes.

Objectifs :

— Initiation au calcul matriciel

— Calcul du déterminant, de 'inverse et du rang d’une matrice
— Résolution des systémes d’équations linéaires.

2.1 Matrices

2.1.1 Définitions

Définition 2.1. 1. On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K, ou
encore matrice de type (n,p) oun X p, toute application

(1,2,....n} x {1,2,....p} =5 K

(4,7) — ai
que l'on peut disposer en tableau sous la forme
an aiz ... Qi ... Qip
ag1 Qg2 ... Q25 ... Qgp
A= ,
Qi1 Qg2 ... Qi ... Qgp
Qp1 Ap2 ... Apj ... Qpp

ou encore
A = (aij)1<i<n, 1<i<p-
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Le premier indice @ de a;; désigne le numéro de la ligne et le second indice j le numéro de la
colonne. On note M, ,(K) l’ensemble des matrices n X p a coefficients dans K. Par exemple

1 i 5
(2 1 —2@) € Mas(C).

. Sin=p, on dit que A est une matrice carée et on note A = (a;j)1<ij<n- On note M,,(K)

1 -2 5
l’ensemble des matrices carrées n xn a coefficients dans K. Par exemple | =2 6 0 | €
5 0 —4
M;3(R).
aq
: . . az
. Sip=1, on dit que A est une matrice colonne et on note A =
a’Tl
. Sin =1, on dit que A est une matrice ligne et on note A = (a1 as ... ap).

. Une matrice carrée A est dite
— triangulaire supérieure si a;; = 0 pour tout ¢ > j. Elle est de la forme

ay; a2 ... ... Qin

0 Ao ... ... Q9pn
A= 0 0

0 0O ... 0 apm

— triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tout i < j. Elle est de la forme

a1 0 0 Ce 0
o1 Q29 0 e 0
A—
0
Ap1 Ap2 ... ... Qpp

— diagonale si a;; = 0 pour tout @ # j. Elle est de la forme

ay 0 cee 0
0 Qo :
0
0 0 a,
La matrice diagonale
1 0 0
In = 0 L S Mn(K)
0
0 0 1

est appelée matrice identité (ou matrice unité) d’ordre n.
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6. La transposée de A = (aij)1<i<ni<j<p €St la matrice notée A, possedant p lignes et n
colonnes et definie par

aij; ao1 ... Qi1 ... Qpi

Q12 @22 ... QA2 ... Qp2
tA _

Q15 Az5 ... Qi ... QApj

Aip Qop ... Qip ... dpp

Les lignes de 'A sont les colonnes de A et les colonnes de 'A sont les lignes de A. Par
exemple,

1 2
t(; . 2) — |3 4], tta)=a.
5 6
7. Une matrice carrée est
— symétrique si'A = A (les coefficients symétriques par rapport a la diagonale sont égauz),
— antisymétrique si 'A = —A, ot —A = (—ay;) est la matrice obtenue en multipliant par

—1 tous les coefficients de A. Les coefficients symétriques par rapport a la diagonale sont
opposés et en particulier, les coefficients diagonaux sont nuls.

1 -2 5 0 -2 5
-2 6 0 est une matrice symétrique, 2 0 7| estune matrice antisymétrique.
5 0 —4 -5 =7 0

8. La trace d’une matrice A = (a;;) € M,,(K) est la somme de ses coefficients diagonauz

TT’(A) = Q11 + Q2 + ... T Qpn.

1 -4 7
La trace de la matrice A = | 2 =3 5] est Tr(A) =1 —3+8 = 6. On vérifie que
-1 0 8

Tr(A) =Tr(*A).

2.2 Opérations sur les matrices

2.2.1 Addition des matrices
Soient A = (a;;), B = (b;;) € M,,(K). La somme des matrices A et B est définie par
A -+ B = (Cz‘j) avec Cij = Cbij + bU

Exemple 2.2.

1 0 =2 0 -1 2 1 -1 0
2 -1 0o)J+(1 1 —-1)J=1(3 0 -1
3 1 1 -2 2 -1 1 3 0

On peut vérifier que pour tout A = (a;;), B = (b;j), C = (¢;j) € M,,(K), et pour la matrice
nulle O = (0),;; (matrice dont tous les coefficients sont nuls) de M,,,(K), on a
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-~ (A+B)+C = A+ (B+ () (associativité)

— A+ B = B+ A (commutativité)

— A+ 0O =0 + A= 0O (élément neutre)

— A+(-A)=(-A)+A=0 (inverse).

On conclut que (M,,,(K), +) est un groupe abélien. On a aussi *(A+ B) =! A+'B, Tr(A+ B) =
Tr(A) +Tr(B).

Exercice 2.3. Montrer que la matrice A +' A est symétrique et la matrice A —' A est antisymé-
trique.

2.2.2 Multiplication d’une matrice par un scalaire

Pour tout A = (a;;) € M,,,(K) et a € K, le produit de la matrice A par le scalaire « est la matrice

aA = (aa;j). Par exemple pour A = <_01 _02 _13>7 on a

0 —8 —12 02 3 000
4A_<—4 0 4)’_‘4_(1 0 —1)’0‘4_(0 0 0)‘

On montre que : ‘{(ad) = a x 'A, Tr(aA) = oTr(A).

Exercice 2.4. Trouver deux matrices A et B telles que 2A—3B = <; g) et A—2B = <; _31>

2.2.3 Produit de deux matrices

Soient n,p,q € N, A = (a;;) € My,(K), B = (bjr)M,4(K) (le nombre de colonnes de A doit
étre égal au nombre de lignes de B). Le produit des matrices A et B est la matrice C = AB =
(¢irr) My (K) ayant le méme nombre de lignes que A et le méme nombre de colonnes que B et
définie par

Cir, = @i1b1p + apoboy + ... + a,-pbpk.
Pour obtenir I'élément ¢;; de AB, on multiplie la iéme ligne (ail Ao ... aip) de A par la kéme

bk

2k .
colonne ] de B, c’est-a-dire

bpk

bk

bar,

cik:(a“ Qi ... aip)x :

bpk

-1 2 1

2 -1 3 -12 9 -4
Exemples 2.5. 1. (_2 9 _1) _42 —12 _31 —<12 9 5).

-2l 2 -1 3
2. 4 -2 3 n’a pas de sens car la matrice de gauche a 3 colonnes et
9 1 1 -2 2 -1
la matrice de droite 2 lignes (3 # 2).
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3. (1 2 3)

(14).

W MO
I

4. (1 2 3)=

W N =
w N =
O > N
O O W

Soient A € M,,,(K), B € Mps(K) et C'€ M, (K), on a:

— (AB)C = A(BC) (associativité).

— "(AB) = 'B'A. (Attention a l'ordre!)

Mais attention, on n’a pas toujours AB = BA. Par exemple

G )= 5)
)G 0)=GY)

Lorsqu’il existe n tel que A™ = O, on dit que la matrice carrée A est nilpotente. Par exemple

2
01 0 0 01 . )
<O 0) = <0 O) , donc <O 0) est une matrice nilpotente.

Pour toute matrice carrée A d’ordre n, on a Al,, = I,,A = A. On dit que la matrice identité d’ordre
n est I’élément neutre pour la multiplication dans M,,(K).

alors que

20 0
Exercice 2.6. Soient D = |0 3 0 | une matrice diagonale. Calculer D?, D3 et en déduire
00 -2

D", n € N. Prouver ce résultat par recurrence sur n.

2.3 Déterminant d’une matrice carrée

2.3.1 Calcul du déterminant d’une matrice carrée

. b : b
SiA= (Ccl d) est une matrice carrée d’ordre 2, alors det(A) = Ccl d‘ = ad — be.
ar b oo
Pour calculer le déterminant d’une matrice carrée A = | as by ¢y | d’ordre 3, on peut :
as b3 C3

1. Utiliser la régle de Sarrus (qui n’est vraie que pour les matrices carrées d’ordre 3) : On
prend la premiére et la deuxiéme colonne de A pour former la quatriéme et cinquiéme colonne

aq bl C1 ay b1 ay bl C1 aq bl
N\ N\ N\ /! /! /!
a9 b2 Co as bQ et a9 b2 Co a9 bQ
N\ N\ N\ / S S
as b3 C3 as b3 as b3 C3 as bg
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ap by o
(45} b2 Cy| = a1b203+bl02a3+clagbg—agbgcl—b302a1—03a2b1.
as by c3

2. Développer suivant une ligne ou une colonne de A. Par exemple, en développant suivant la
premiére ligne, on a

a boa a a a Q@ a a
_ 141 22 23 142 21 @23 143 21 Qa22
(05} b2 Cy| = (—1) a1 + (—1) a12 + (—1) a13 .
32 A33 az1 ass @31 A32
as by c3

Si on developpe par rapport a une ligne ¢, en posant M;; le déterminant de la matrice obtenue
en éliminant la ¢éme ligne et le jéme colonne de A, 7 = 1,2, 3, on obtient

det(A) = (—1)i+1ai1M¢1 + (—1)i+2ai2Ml~2 -+ (—1)i+3al’3M1‘3.

Si on developpe par rapport a une colonne j, en posant M;; le déterminant de la matrice
obtenu en éliminant la ¢éme ligne et le jéme colonne de A, ¢ = 1,2, 3, on obtient

det(A) = (—1)1+ja1j]\/flj + (—1)2+ja2jﬂfgj + (—1)3+ja3jM3j.

Dans cette opération, la colonne ou la ligne ayant le plus de zéro est choisie en priorité.

-7 —4 6 1 2 4
Exemples 2.7. Calculons le déterminant de A= | 8 2 3| eeB=]0 1 -2
9 —6 9 5 6 2

-7 -4 6 -7 —4
Avec la regle de Sarrus, on a la matrice | 8 2 3 8 2 | et on en déduit
9 -6 9 9 -6

det(A) = (=7) x2x 94+ (—4) Xx3X9+6x8%x (=6) —9Xx2X6—(—6) x3x (=7) —9x8x (—4)
= —126 — 108 — 288 — 108 — 126 + 288
= —468.

Nous allons développer le determinant de la matrice B par rapport a la deuxieme ligne qui contient
un zero, on a

1 4
5 2

1 2
5 6

2 4

_(_1\2+1
det(B) = (—1) ><()><6 5

‘+(—1)2+3><(—2)><

‘ = 2-20+2(6-10) = —26.

‘+(—1)2+2><1><

De facon générale, soit A = (a;j)1<;,j<, une matrice carrée d’ordre n. Soit M;; le déterminant de
la matrice obtenue en supprimant la zéme ligne et la jéme colonne de A. Si nous developpons le
déterminant de A

— par rapport a une colonne j, alors det(A) = (=1)"ay; My ;+(—=1)* P ag; Mo+ . .+(—=1)"Ya,; M,;,
— par rapport a une ligne , alors det(A) = (=1)"ta; My + (=1)"2ap M+ ...+ (=1)""az, My,.
Ces deux formules aboutissent bien siir au méme résultat.

2 6
-1 0

6 4
0 2

2 4

:1‘ ~1 2

‘—3‘ ‘+0’ ’:1(12—0)—3(4+4)+0(0+6):—12.

(NI
S Oy W
N B~ O
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2.3.2 Quelques propriétés du déterminant

1.

2.

det(AB) = det(A) det(B)

det(A) = det(*A). Par exemple pour A = (i 2) on a

15
4 6

1 4

det(A) = ‘ 5 6

’:6-20:—14(:1; det(tA):‘ ‘:6—2():—14.

Si nous permuttons deux lignes ou deux colonnes d’une matrice carrée A, nous obtenons

une nouvelle matrice dont le déterminant est —det(A). Par exemple, pour A = (1 5),

4 6
. . ) . 4 6
la matrice obtenue en permuttant les deux lignes de A a pour déterminant 1 5l = 20 —
6 = 14 = —det(A) et la matrice obtenue en permuttant les deux colonnes de A a pour
déterminant 6 411 =20—6=14 = —det(A).

Si une matrice carrée A comporte une ligne ou une colonne de 0 alors det(A) = 0.

1 0 —4
-5 0 15}=0
2 0 7

Si une matrice carrée A comporte deux lignes ou deux colonnes proportionnelles (ou iden-

1 -4 -3
tiques) alors det(A) = 0. Par exemple [—=5 15 15| = 0 car la troisiéme colonne est égale
2 7 —6
1 -4 -3
a la premiére colonne fois 3 et |—5 15 7 | = 0 car la premiére ligne et la troisiéme ligne
1 -4 -3

sont identiques.

Si A est une matrice triangulaire inférieure ou supérieure, alors det(A) égal au produit des

-5 4 7
¢léments de sa diagonale. | 0 4 2 | = (=5) x4 x (—1) = 20 car la matrice est triangulaire
0 0 -1

supérieure.

Si B est une matrice obtenue a partir de la matrice carrée A en multipliant une ligne ou une
colonne par un scalaire A € K, alors det(B) = Adet(A).

-5 3 ~10 6 ~25 3
A‘(z —1>’B_<2 —1)’C_<1o —1)'

On a det(A) = —1. La matrice B est obtenue en multipliant la premiére ligne de A par 2 et
nous avons det(B) = —2 = 2det(A). La matrice C' est obtenue en multipliant la premiére

colonne de A par 5 et det(C) = —5 = 5det(A).

Si on ajoute & une ligne (ou une colonne) d’une matrice carrée A une combinaison linéaire des
autres lignes (des autres colonnes), nous obtenons une nouvelle matrice de méme déterminant
que A.
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1 2 =1\ Iy
On veut calculer le déterminant de la matrice A= [2 1 0 Ly , ou L; désigne la ligne
10 2 L3
i. Par la méthode du pivot de Gauss (& voir plus tard), on obtient par élimination une
matrice triangulaire supérieure :

12 -1\ I

21 0| Ly

10 2/ L

1 2 -1\ I

0 -3 2 Lo <+ Lo— 214
0 -2 3 L3 <— L3 — Ll
1 2 =1\ Ly

0 =3 2 Ly

0 0 2/ Ly« Ly—32L,

Puisque le déterminant de A ne change pas en ajoutant a une ligne de A une combinaison
linéaire des autres lignes, on a

1 2 -1 .
det(A)=10 =3 2 |=1x(-3)x=-=-5.
0 0 O 3
3

L; < L; + aL; veut dire qu’on multiplie la ligne j par a et on ajoute a la ligne 1.
9. Si A, B sont deux matrices carrées d’ordre n, alors det(AB) = det(A) det(B).

Exercice 2.8. Cualculer les déterminants suivants :

1 2 4 373 L 234

2 3 45
01 =2, (10 1 0f, 345 6
5 6 2 51 4 1 4156 7

2.4 Inverse d’une matrice carrée

Soit A € M, (K), si det(A) # 0, alors la matrice A est innversible, c¢’est-a-dire il existe une

unique matrice A™! € M,,(K) telle que AA™ = A™'A = I,,, on I, est la matrice identité d’ordre

n.

Puisque AA™! = [,,, alors on a det(AA™!) = det(1,) < det(A)det(A™!) = 1, donc det(A™!) =
1

det(A) "

2.4.1 Inverse d’une matrice carrée inversible d’ordre 2

Soit A = ‘CCL g e matrice carrée d’ordre 2. Si det(A) = ad — be # 0, alors A est inversible et on

_ d —b
aAl:adl—bc(_C a)'

Exemple 2.9. det(A) = ‘

5 —1

2 4

‘ =22 40 donc A est inversible et A~ = 5 (_42 é)
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cos20 sin20

Exercice 2.10. Montrer que la matrice (_ §in20 cos 260

) est inversible, puis calculer son in-

VErse.

2.4.2 Inverse d’une matrice carrée d’ordre n > 3 : Méthode du pivot de

Gauss
1 2 -1
On veut calculer I'inverse d’une matrice carrée, par exemple A= |2 1 0 | par la méthode du
1 0 2
pivot de Gauss. Pour cela on augmente & la matrice A la matrice identité d’ordre n =3 ~
1 2 =1 ] 10 0\ Ly
21 0 | 010 L.
10 2 | 00 1) Ls

Puis on effectue simultanement sur les lignes de A et celles de I, les mémes opérations élémentaires
pour transformer A en I, et I, en A71.

12 1] 10 0\ L
21 0 | 010]| L
10 2 |00 1) L
12 —1 ] 1 00\ Li«L
1 2 1| 1 0 0\ Li«L
0 -3 2 | =2 1 0| Iye1Io
5 10 0] 6 -2 3 Ly < 5Ly + L3
0 —15 0 | =12 9 —6| Ly<+ 5Ly —2L3
0 0 5| 1 -2 3/ Ly Ly
5 0 0| —6 12 =3\ Li;<« 3L +2L,
0 —15 0 | =12 9 —6| Ly« L,
0 0 5| 1 -2 3) Lic Ly
10 0 | —6/15 12/15 —3/15\ Ly < L1/15
010 | 12/15 —9/15 6/15 | Ly« —Ls/15 .
001 | 1/5 =2/5 3/5 ) Ly« Ly/5
-2 4 -1
On déduit que A~ = % 4 -3 2
1 -2 3

22



2.5 Systémes d’équations linéaires

C’est un systéme de n équations a p inconnues dans le corps K défini par

a1 + ajpoxe + ...+ A1pTp = Y1
(2171 + a0 + ... + AopTp = Y2

Ap1T1 + Ap2T2 + ...+ AppTp = Yn

que I'on peut représenter matriciellement par AX =Y ou A = (a;5) € M, ,(K), X =
Y =" (y1,vy2,...,yn). Résoudre ce systéme d’équations revient a déterminer xq, xo, . .

téme peut avoir :

— une unique solution

— une infinité de solutions
— aucune solution.

Si A est une matrice carrée inversible, la solution de ce systéme est donnée par X =

2.5.1 Résolution par la méthode du pivot de Gauss

On veut résoudre par exemple le systéme d’équations

r+2y—z+t=1
r+3y+z—1t=1
—r+y+T72+2t=1
2r+y—8z+t=a

Ce systéme peut encore s’écrire sous la forme matricielle

1 2 -1 1 T 1
1 3 1 -1 y| |1
-1 1 7 2 2| |1
2 1 =8 1 t a
Pour résoudre ce systéme, on part de la matrice augmentée
1 2 =1 1 | 1\ Ly
1 3 1 =1 1] 1] L
-1 1 7 2 | 1] L3
2 1 =8 1 | a) Ly
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et on procéde par élimination pour obtenir une matrice triangulaire supérieure a gauche.

1 2 -1 1 | 1\ L

1 3 1 -1 ] 1] L

11 7 2 | 1| I,

2 1 -8 1 | a) L

0 1 2 —2 | 0 L2<—L2—L1
03 6 3 | 2 | Ly« Ly+1L,
0 -3 6 —1 | a—2) Ly« L, —2L,
12 -1 1 | 1\ Liel

00 0 9 | 2 L3y« Ls— 3L,
00 0 -7 | a—2) Lyt Li+3Ly
12 -1 1 | 1 Ly« L

01 2 -2 1] 0 Ly — Ly

00 0 9 | 2 L3 < Ls

00 0 0 | 9a—4) Ly« 9L,+T7L;

Ceci équivaut a
r+2y—z+1t =1

y+2z—2t =0
9t =2
0 =9a—4

Si 9a — 4 # 0 c'est-a-dire a # 2, alors ce systéme n’admet pas de solution.
Si 9a — 4 = 0 c’est-a-dire a = %, alors ce systéme admet une infinité de solutions.
7
r+2y—z==: ) .
4 1+ 2 . 0On a deux équations et
9y — 4
y+2z=3
trois inconnues, on fixe donc une inconnue comme parameétre. En fixant z € R comme paramétre,

on obtient

Ly 9t =2<t= % et par suite L et Ly deviennent {

4 1
y:§—22, x:—§+5z.

L’ensemble solution du systéme est donc

1 4 2
S = {(—5 + 5z, g~ 2z, z, 5), z € R}.
dr +6y+92 =6
On veut aussi résoudre le systéme ¢ 6x — 2z = 20 .
or — 8y + 2z =10

6 9 | 6\ L« L
6 9 | 6\ L« L

—-36 —-62 | 44 Lo < Lo .
0 —2368 | 2368/ L3+« —36L3+ 62L,

ook ook Tvio
|
o
>
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Az +6y+9z =6

On obtient alors le systéme ¢ —36y — 62z =44 . La derniére équation donne z = —1. En
—23682 = 2368

remplacant z = —1 dans la deuxiéme équation, on obtient y = % En remplacant y = % et

z = —1 dans la premiére équation, on a x = 3. Ainsi la solution de notre systéme d’équations est

S={@33-1}

2.5.2 Autre méthode pour calculer ’'inverse d’une matrice

1 2 -1
Pour calculer I'inverse de la matrice A= [2 1 0 |, on peut résoudre le systéme d’équations
10 2
linéaires
r+2y—z=2a
20 +y=1v
x+2z=172

pour trouver x,, z en fonction de 2’,9/, 2’ et en extraire A~!. Résolvons donc le systéme & laide
du pivot de Gauss :

2 -1 | .13/ L1
1 0 | y/ L2
0 2 | 2z L3
2 —1 x Ll < Ll

|
| y/ — 27/ L2 <— L2 — 2L1
| 2 - Ly Ls— 1,
2 -1 | x Ll — Ll
| 'y/ — 22 LQ — L2 .
| ' — 2y/ + 372 L3 — 3L3 — 2L,

co~ oo~ "1
|
w
N

On déduit de la derniére ligne que 5z = 2’ — 2y’ + 32’ donc z = 1(a/ — 2y’ + 32'). La deuxi¢me
ligne équivaut & —3y + 2z = ¢’ — 22/, soit —3y = %(—1290’ +9y' —62'). D'ou y = %(4:}5’ — 3y’ +27).

La premieére ligne donne x = 2’ — 2y + z = %(—29@’ + 4y’ — 2'). En résumé,
1 / / /
x = 5(—2:1: + 4y — 2"

1
y = 5(4x' — 3y +22')
1

z= g(x' — 2y + 32")
-2 4 -1
On en déduit que A =2 | 4 -3 2
1 -2 3
Exercice 2.11. Résoudre les systemes d’équations linéaires suivants :
r-y+z=0 3r+2y+z=3
ey =0 =0
102 + 252 = 90 6x+g 6
20z + 10y = 80 y -
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Exercice 2.12. Résoudre le systeme suivant en discutant suivant les valeurs du parameétre com-
plexe a :

r—ay+a*z=a

ar —a*y+az =1

ar+y—a*z=1

2.6 Rang d’une matrice

Définition 2.13. Le rang d’une matrice A € M,, ,(K) est le nombre mazimum de lignes (ou de
colonnes) de A qui sont linéairement indépendants.

3 0o 2 2 Ly
Par exemple, on considére la matrice A= | —6 42 24 54 L, . Nous avons
21 =21 0 —=15) Ljy

6L1—%L2—L3:6(3 0 2 2)—%(—6 42 24 54)— (21 —21 0 —15)=(0 0 0 0).

On conclut que les trois lignes de la matrice A ne sont pas linéairement indépendants. On en
déduit que le rang de la matrice vaut 2 car les deux premiéres lignes de A sont indépendantes (on
ne peut pas trouver « tel que Ly = aly).

Méthode :

1. Pour déterminer le rang d’une matrice, on peut effectuer les opérations élémentaires sur les
lignes ou les colonnes pour avoir une matrice equivalente de forme triangulaire. Le nombre
de lignes ou de colonnes ayant les pivots a;; # 0 est égal au rang de la matrice.

2. Si A € M,,(K) est une matrice carrée d’ordre n et det A # 0, alors le rang de A est n.
Il est & noter que :
- 81 A e M,,,(K), alors le rang de A est inférieur ou égal au min(n, p).

— 81 A € M,,,(K), le rang de A égal r > 1 si et sculement si A contient une sous matrice carrée
d’ordre r ayant un déterminant non nul.

b
det(A) # 0 et par suite le rang de A vaut 2. Mais si a = +b, det(A) = 0 et le rang de A
vaut 1.

Exemple 2.14. 1. Soit A = (a 2) On a det(A) = a®> —b? = (a—b)(a+b). Donc si a® # b,

3 0o 2 2 Ly
2. On veut déterminer le rang de A= | —6 42 24 54 Ly . On la transforme d’abord
21 =21 0 —15) Lj
pour avoir

0 2 2 Ly« L,
42 28 58 Ly <+ Ly + 21,

0 2 2 L1 — Ll
0 0 O L3203+ Ly

SO W O o Ww

Cette matrice ayant deuz lignes avec les pivots non nuls, on conclut que le rang de A vaut
2.
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11 1 00
0 -1 -2 11
3. Le rang de la matrice | 0 0 =2 3 0| € M5(R) est 3 car cette matrice a 3 lignes avec
0 0 0 00
0 0 0 00

les pivots mon nuls.

Exercice 2.15. Calculer le rang des matrices suivantes :

4 9 0 4 —6 152 2
8 6|, 4 0o 1w0],[1 32 6
16 12 —6 10 0 40 8 48

2.7 Travaux dirigés

2 1
1. On considére les matrices suivantes : A = (1 2 3), B = <_12>, CcC=1[-3 0]|,D=
1 2
1 1 3
(_52 g)E: -1 -4 0
0 2 5

(a) Quels sont les produits matriciels possibles 7 Pour chacun des cas, calculer le produit.
(b) Quelles sont les matrices carrées ?
(¢) Quelles sont les matrices symétriques ?

2. Calculer lorsqu’ils sont définis les produits AB et BA dans chacun des cas suivants :

o= (2 -0 )

0 2 1
ma=[1 1 o0 ,B:(_21 ! ;)
-1 -2 -1

1 2
(c) A= 11,3:@183)
03

3. On considére la matrice A = (—76 _5 4>.
(a) Calculer la matrice A% — 3A + 215.

(b) En déduire que A est inversible et déterminer A~

011
4. Soit A=11 0 1
1 10

(a) Trouver deux réels « et 3 tels que A% = alz + BA.

(b) En déduire que A est inversible et donner son inverse.

2 0

—1

5. Soit A = .On pose B=A —2I,.

_— N OO
o O O O

2
3 0
0 2
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(a) Calculer B, B% B? B*. Que pouvez-vous déduire pour B* k > 47

(b) De l'égalité A = B + 21, et de la formule du binéme de Newton, déduire la valeur de
A" pour tout entier naturel n.

6. Soit A = C9SG —sinf . Montrer par recurrence sur n que A" = cgsn@ —sinnf .
sinf  cosf sinnf  cosnb
7. Résoudre les systémes d’équations suivants :
e r4+y—2=9 de+y=4 13z + 12y = —6
{ﬁxgx_?-yg_—ié’ 8y + 6z =—6 R b —=3y+z2=2 ,{ —dx+Ty=-73,
y= —2z + 4y — 62 = 40 9z +2y—z=5 11z — 13y = 157
dr — 8y + 32 =16 20 +4y+2=0 4y +32=38 oy — 9 — 8
—r+2y—52=-21 , —x+y—22=0,< 2x—2=2 ’{3xz—J|—4 —gz—13’
3z —6y+2=7 4z 462 =0 3242y =5 y -
_ oy +52—10t =0 20 —2y+42z=0
{%lm?;fi4ézso’ % —3y—8:+6t=2  —3r+3y—62+5t=15
y - dr+y+z—2t=4 r—y+22=0
10z +4y — 22 = -4 20+ 3y +2—11t =1
—Bw—-17Tr+y+2z=2 or —2y+52—4 =5
wH+xr+y=56 ") r—y+3z—-3t=3

8w — 34z + 16y — 102 =4 v +4y — T2+ 2t = -7

8. Déterminer le rang des matrices suivantes :

03 5 6 —4 0 8§ 040 2 4 816 90
4 -2 6 6 8 4 2 00
13 5 0], -4 0 2),10 2 0 4], ,
2L\ 0 10 0 2 6/ \4020 o8 162 L
2 16 8 4 0 0
1 1 1—m
1+m -1 2
2 —m 3
cosa  si cosnf  sinnd 418 boe
9. Calculer les déterminants suivants : | o 1noz’ o i ;10 2 3], |c a b,
sinf3 cosf|" |—sinn# cosnb
0 0 5/ 1[b c
1 a & 0O 4 —-1 5|47 0 0
1 b -4 0 3 =2{ 128 0 0
1062’1—30 17710 0 1 5
-5 2 =1 0] 00 =2 2
10. Calculer A™ pour tout n € N :
011
@A:<1 _ﬁ,mA:C‘%,@A:<lﬁ7@A: 101
-1 1 0 a 0 2
110
0 1 —siné
11. On considére la matrice A = —1 0 cosf |. Calculer A? puis en déduire (I3+A)"
—sinf cosf 0
pour n > 3.
12. Inverser, lorsque c’est possible, les matrices suivantes :
-1 0 2 1 -1 0 1 7 —i 14+a 1 1
o o 1,11 2 1),{- 1 2 |, 1 1+b6 1
0 -1 1 1 1 0 i —i 1 1 1 1+4c¢
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a 1 1
13. Pour quelle(s) valeur(s) du paramétre a la matrice A = |1 a 1| est-elle inversible?
1 1 a
Déterminer, lorsque cela est possible, 'inverse de la matrice A.
-2 0 -3
14. On considére la matrice carrée d’ordre 3 suivante A= 1 1 1
-1 0 -1

(a) Calculer le déterminant de A. Quel est le rang de cette matrice ? La matrice A est-elle
inversible ?

(b) En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, calculer I'inverse A™! de A.

—2rx —3z=95
(c) On considére le systéme suivant (S) : { z+y+ 2= —3 Ecrire le systéme (S) sous
—r—z=1

la forme A; X = B, ou X = (x,y, 2)" et Ay, B sont deux matrices a déterminer.

(d) En utilisant I'inverse de A calculé ci-dessus, résoudre dans R? le systéme (.9).
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